
離散構造とアルゴリズム
(1-3) 2部グラフとグラフの彩色

(1-4) オイラーグラフとハミルトングラフ

高橋篤司
東京工業大学 工学院 情報通信系

2022 (1-3,4) 2離散構造とアルゴリズム 部グラフ他



1-3 (1) ２部グラフ

 点集合が二つの独立点集合に分割できる
‐𝐺𝐺 = 𝑋𝑋 ∪ 𝑌𝑌,𝐸𝐸
‐ 𝑋𝑋,𝑌𝑌 は𝑉𝑉 𝐺𝐺 の2分割

‐𝑋𝑋,𝑌𝑌はそれぞれ独立点集合

独立点集合：任意の2点が隣接しない 𝑋𝑋 𝑌𝑌

𝐺𝐺 = 𝑋𝑋 ∪ 𝑌𝑌,𝐸𝐸∈ 𝑋𝑋
∈ 𝑌𝑌
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集合の分割 （確認）

 分割(Partition)

‐𝑆𝑆1, 𝑆𝑆2, … , 𝑆𝑆𝑘𝑘 : non-empty subsets of 𝑆𝑆
‐ 𝑆𝑆1, 𝑆𝑆2, … , 𝑆𝑆𝑘𝑘 : partition of 𝑆𝑆 if

 𝑆𝑆𝑖𝑖 ∩ 𝑆𝑆𝑗𝑗 = ∅
 ⋃𝑖𝑖=1

𝑘𝑘 𝑆𝑆𝑖𝑖 = 𝑆𝑆

𝑆𝑆1

𝑆𝑆2

𝑆𝑆3

𝑆𝑆4 𝑆𝑆5

𝑆𝑆 = 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 ∪ 𝑆𝑆4 ∪ 𝑆𝑆5

𝑆𝑆
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 定理 (Theorem 1.10) 2部グラフ ⟺ 奇閉路を含まない
証明 :

必要条件（⟹）
‐任意の2部グラフ𝐺𝐺 = 𝑋𝑋 ∪ 𝑌𝑌,𝐸𝐸 を仮定
 𝑋𝑋,𝑌𝑌は𝐺𝐺の独立点集合
 {𝑋𝑋,𝑌𝑌}は𝑉𝑉(𝐺𝐺)の2分割

‐任意の𝐺𝐺の閉路𝐶𝐶 = 𝑣𝑣0, 𝑣𝑣1, … , 𝑣𝑣𝑘𝑘 , 𝑣𝑣0
 一般性を失わず𝑣𝑣0 ∈ 𝑋𝑋と仮定

⟹ 𝑣𝑣2𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋, 𝑣𝑣2𝑖𝑖+1 ∈ 𝑌𝑌 (𝑖𝑖 ∈ ℕ)
 𝑘𝑘は奇数
 𝐶𝐶の長さ（辺数）は偶数
 𝐶𝐶は偶閉路

∴すべての閉路は偶閉路

2部グラフの性質

𝑋𝑋 𝑌𝑌

𝐺𝐺 = 𝑋𝑋 ∪ 𝑌𝑌,𝐸𝐸

𝑣𝑣1

𝑣𝑣2𝑖𝑖+1

𝑣𝑣0

�

𝑣𝑣3

�

𝑣𝑣2

𝑣𝑣2𝑖𝑖

�

�
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2部グラフの性質
 定理 (Theorem 1.10) 2部グラフ ⟺ 奇閉路を含まない
 証明 :
 十分条件（⟸）連結グラフについて考えれば十分

‐連結グラフ𝐺𝐺 = 𝑉𝑉,𝐸𝐸 は奇閉路を含まないと仮定
 𝑋𝑋 = 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉 dis𝐺𝐺 𝑢𝑢,𝑣𝑣 が偶数 , 𝑌𝑌 = 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉 dis𝐺𝐺 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 が奇数
 𝑋𝑋,𝑌𝑌 は𝑉𝑉の2分割

 任意の𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑋𝑋は隣接しないことを示す
‐ 𝑃𝑃 = 𝑃𝑃0,𝑃𝑃1 ：最短 𝑢𝑢,𝑎𝑎 路

 𝑃𝑃0 = 𝑢𝑢, … ,𝑢𝑢1 ,𝑃𝑃1 = 𝑢𝑢1, … ,𝑎𝑎
‐𝑄𝑄 = 𝑄𝑄0,𝑄𝑄1 ：最短 𝑢𝑢, 𝑏𝑏 路

 𝑄𝑄0 = 𝑢𝑢, … ,𝑢𝑢1 ,𝑄𝑄1 = 𝑢𝑢1, … , 𝑏𝑏
 𝑢𝑢1： 𝑃𝑃,𝑄𝑄の最後の共有点

‐ 𝑃𝑃0 = 𝑄𝑄0 ∵異なれば，最短路より短い路が存在
‐ 𝑃𝑃1 と|𝑄𝑄1|の偶奇は等しい ⟹ 𝑃𝑃1 + |𝑄𝑄1|は偶
‐ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐸𝐸⟹ 𝑃𝑃1, 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ,𝑄𝑄1 は奇閉路 ⟹ 仮定に反する

∴ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∉ 𝐸𝐸
 ∀𝑐𝑐,𝑑𝑑 ∈ 𝑌𝑌についても同様に 𝑐𝑐,𝑑𝑑 ∉ 𝐸𝐸 ∎

𝑢𝑢

𝑃𝑃1

𝑄𝑄1 𝑏𝑏

𝑎𝑎𝑃𝑃

𝑄𝑄
𝑢𝑢

𝑃𝑃0
𝑢𝑢1

𝑄𝑄0

Even
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距離の偶奇による2分割は一意か？

 連結グラフ𝐺𝐺 = 𝑉𝑉,𝐸𝐸
‐点𝑢𝑢 ∈ 𝑉𝑉からの距離の偶奇による点集合𝑉𝑉の2分割 𝑋𝑋,𝑌𝑌
 𝑋𝑋 = 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉 dis𝐺𝐺 𝑢𝑢,𝑣𝑣 が偶数 , 𝑌𝑌 = 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉 dis𝐺𝐺 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 が奇数

 ２部グラフ ⟹ それぞれ独立点集合
 非連結
‐ 点𝑢𝑢からの距離∞（𝑢𝑢と異なる連結成分）の点はどちらに𝑋𝑋,𝑌𝑌属す？
‐ 各連結成分ごと２分割 ⟹ 独立点集合への2分割に多様性あり

‐点𝑢𝑢の選び方により2分割 𝑋𝑋,𝑌𝑌 は異なるか？
 ２部グラフでない ⟹ 異なる
 ２部グラフ ⟹ 同じ（２分割は一意）
‐ 距離が互いに偶である点の集合

𝑢𝑢

𝑢𝑢{ , }
{ , }𝑢𝑢
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 距離が互いに偶である点の集合
 𝑢𝑢~𝐸𝐸𝑣𝑣 : dis𝐺𝐺 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 が偶数である関係（偶距離関係）
 反射律 : ∀𝑢𝑢 ∈ 𝑆𝑆 𝑢𝑢~𝐸𝐸𝑢𝑢
‐ 成立

 対称律 : ∀𝑢𝑢,𝑣𝑣 ∈ 𝑆𝑆 𝑢𝑢~𝐸𝐸𝑣𝑣 ⟹ 𝑣𝑣~𝐸𝐸𝑢𝑢
‐ 無向グラフで成立

 推移律 : ∀𝑢𝑢,𝑣𝑣,𝑤𝑤 ∈ 𝑆𝑆 𝑢𝑢~𝐸𝐸𝑣𝑣, 𝑣𝑣~𝐸𝐸𝑤𝑤 ⟹ 𝑢𝑢~𝐸𝐸𝑤𝑤
‐ 連結2部グラフで成立

 𝑎𝑎~𝐸𝐸𝑢𝑢,𝑢𝑢~𝐸𝐸𝑏𝑏 ⟹ 𝑎𝑎~𝐸𝐸𝑏𝑏

‐連結２部グラフで偶距離関係~𝐸𝐸は同値関係

距離の偶奇による2分割

dis𝐺𝐺 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 が奇ならば奇閉路が存在
(𝑃𝑃1,𝑄𝑄1)は長さ偶の(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)路
最短(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)路でないかもしれない

𝑃𝑃1

𝑄𝑄1 𝑏𝑏

𝑎𝑎𝑃𝑃

𝑄𝑄
𝑢𝑢

𝑃𝑃0
𝑢𝑢1

𝑄𝑄0

Even

連結2部グラフ
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距離の偶奇による2分割

 距離が互いに偶である点の集合
 𝑢𝑢~𝐸𝐸𝑣𝑣 : dis𝐺𝐺 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 が偶数である関係（偶距離関係）
‐連結２部グラフで偶距離関係~𝐸𝐸は同値関係
 𝑉𝑉/~𝐸𝐸 = 𝑢𝑢 ~𝐸𝐸 𝑢𝑢 ∈ 𝑉𝑉 = 𝑋𝑋,𝑌𝑌
‐ 偶距離関係~𝐸𝐸による商集合
 同値類からなる集合

 𝑢𝑢 ~𝐸𝐸 = 𝑣𝑣 𝑢𝑢~𝐸𝐸𝑣𝑣

‐点𝑢𝑢 ∈ 𝑉𝑉からの距離の偶奇による２分割
 連結２部グラフ ⟹ 点の選択によらず２分割は一意
 点𝑢𝑢の選択によらず 𝑋𝑋,𝑌𝑌 は一意

𝑣𝑣1 𝑣𝑣2

𝑣𝑣3 𝑣𝑣4
𝑣𝑣5 𝑣𝑣6

𝑣𝑣7 𝑣𝑣8

𝑉𝑉/~𝐸𝐸 = 𝑣𝑣1 , 𝑣𝑣2 , … , 𝑣𝑣8
= 𝑣𝑣1 , 𝑣𝑣2

= 𝑋𝑋,𝑌𝑌
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 定理：集合𝐴𝐴上の同値関係≡の同値類 𝑥𝑥 = 𝑏𝑏|𝑥𝑥 ≡ 𝑏𝑏
‐∀𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴, 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 または 𝑥𝑥 ∩ 𝑦𝑦 = ∅
証明
‐ 𝑥𝑥 ∩ 𝑦𝑦 = ∅ ⟹ 証明終了
 𝑥𝑥 ∩ 𝑦𝑦 ≠ ∅ ⟹ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 を示す
 ∃𝑏𝑏 ∈ 𝑥𝑥 ∩ 𝑦𝑦 ⟹ ∀𝑐𝑐 ∈ 𝑥𝑥 , 𝑐𝑐 ∈ 𝑦𝑦 を示す
 𝑏𝑏 ∈ 𝑥𝑥 ∩ 𝑦𝑦 ⟹ 𝑥𝑥 ≡ 𝑏𝑏,𝑦𝑦 ≡ 𝑏𝑏
 𝑥𝑥 ≡ 𝑏𝑏 ⟹ 𝑏𝑏 ≡ 𝑥𝑥 (対称律 𝑎𝑎 ≡ 𝑏𝑏 ⟹ 𝑏𝑏 ≡ 𝑎𝑎）
 𝑦𝑦 ≡ 𝑏𝑏, 𝑏𝑏 ≡ 𝑥𝑥 ⟹ 𝑦𝑦 ≡ 𝑥𝑥 (推移律 𝑎𝑎 ≡ 𝑏𝑏, 𝑏𝑏 ≡ 𝑐𝑐 ⟹ 𝑎𝑎 ≡ 𝑐𝑐）
 𝑐𝑐 ∈ 𝑥𝑥 ⟹ 𝑥𝑥 ≡ 𝑐𝑐
 𝑦𝑦 ≡ 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 ≡ 𝑐𝑐 ⟹ 𝑦𝑦 ≡ 𝑐𝑐 ⟹ 𝑐𝑐 ∈ 𝑦𝑦 (推移律）

 ∀𝑐𝑐 ∈ 𝑥𝑥 , 𝑐𝑐 ∈ 𝑦𝑦 ⟹ 𝑥𝑥 ⊆ 𝑦𝑦
‐同様に 𝑦𝑦 ⊆ 𝑥𝑥 が成り立つ
 𝑥𝑥 ⊆ 𝑦𝑦 , 𝑦𝑦 ⊆ 𝑥𝑥 ⟹ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦

𝑥𝑥 𝑦𝑦

𝑥𝑥 𝑦𝑦

同値類は分割を与える（確認）

𝑥𝑥 𝑦𝑦

𝑥𝑥 𝑦𝑦

𝑏𝑏
𝑐𝑐
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同値類は分割を与える（確認）

 定理：集合𝐴𝐴上の同値関係≡の同値類 𝑥𝑥 = 𝑏𝑏|𝑥𝑥 ≡ 𝑏𝑏
‐∀𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴, 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 または 𝑥𝑥 ∩ 𝑦𝑦 = ∅
証明
‐ 𝑥𝑥 ∩ 𝑦𝑦 = ∅ ⟹ 証明終了
 𝑥𝑥 ∩ 𝑦𝑦 ≠ ∅ ⟹ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 を示す
 ∃𝑏𝑏 ∈ 𝑥𝑥 ∩ 𝑦𝑦 ⟹ ∀𝑐𝑐 ∈ 𝑥𝑥 , 𝑐𝑐 ∈ 𝑦𝑦 を示す
 𝑏𝑏 ∈ 𝑥𝑥 ∩ 𝑦𝑦 ⟹ 𝑥𝑥 ≡ 𝑏𝑏,𝑦𝑦 ≡ 𝑏𝑏
 𝑥𝑥 ≡ 𝑏𝑏 ⟹ 𝑏𝑏 ≡ 𝑥𝑥 (対称律 𝑎𝑎 ≡ 𝑏𝑏 ⟹ 𝑏𝑏 ≡ 𝑎𝑎）
 𝑦𝑦 ≡ 𝑏𝑏, 𝑏𝑏 ≡ 𝑥𝑥 ⟹ 𝑦𝑦 ≡ 𝑥𝑥 (推移律 𝑎𝑎 ≡ 𝑏𝑏, 𝑏𝑏 ≡ 𝑐𝑐 ⟹ 𝑎𝑎 ≡ 𝑐𝑐）
 𝑐𝑐 ∈ 𝑥𝑥 ⟹ 𝑥𝑥 ≡ 𝑐𝑐
 𝑦𝑦 ≡ 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 ≡ 𝑐𝑐 ⟹ 𝑦𝑦 ≡ 𝑐𝑐 ⟹ 𝑐𝑐 ∈ 𝑦𝑦 (推移律）

 ∀𝑐𝑐 ∈ 𝑥𝑥 , 𝑐𝑐 ∈ 𝑦𝑦 ⟹ 𝑥𝑥 ⊆ 𝑦𝑦
‐同様に 𝑦𝑦 ⊆ 𝑥𝑥 が成り立つ
 𝑥𝑥 ⊆ 𝑦𝑦 , 𝑦𝑦 ⊆ 𝑥𝑥 ⟹ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 ∎

‐∀𝑎𝑎,𝑎𝑎 ∈ 𝑎𝑎 (反射律 𝑎𝑎 ≡ 𝑎𝑎） 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦

𝑥𝑥 𝑦𝑦𝑏𝑏
𝑐𝑐

𝑥𝑥 𝑦𝑦

𝑥𝑥 𝑦𝑦
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2部グラフの性質

 系
‐木は2部グラフ

証明
‐木は閉路を含まないので，奇閉路を含まない． ∎
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1-3 (2) グラフの彩色 (coloring)

 グラフ𝐺𝐺 = 𝑉𝑉,𝐸𝐸
‐彩色 𝑐𝑐:𝑉𝑉 → 𝐶𝐶
 点へ色を割り当てる

 隣接する点には異なる色

‐ ∀ 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝐸𝐸, 𝑐𝑐 𝑢𝑢 ≠ 𝑐𝑐 𝑣𝑣

辺への彩色を考えることもある

 彩色数(choromatic number) 𝜒𝜒 𝐺𝐺
‐彩色に必要な色の最小数

NG

OK

𝜒𝜒 = 2𝜒𝜒 = 1 𝜒𝜒 = 5
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彩色の特徴付け

 彩色数 𝜒𝜒(𝐺𝐺)
‐0    ⇔ 空グラフ
‐1    ⇔ 辺なし
‐2以下 ⇔ 2部グラフ
‐3以下 ⇔ ？
 様々な十分条件は知られている
 自明でない必要十分条件は不明

偶閉路 ⇒ 2彩色可
奇閉路 ⇒ 3彩色可
平面グラフ ⇒ 4彩色可(1976年に証明)
 𝑛𝑛点完全グラフ𝐾𝐾𝑛𝑛 ⇒ 𝑛𝑛彩色

 一般のグラフに対して
‐3彩色できるか否か判定せよ ⇒ 難しい（NP完全）

𝐺𝐺 = ∅,∅

𝐺𝐺 = 𝑉𝑉,∅ ,𝑉𝑉 ≠ ∅

𝐾𝐾5
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平面的グラフ (Planar Graph)

 平面的グラフ (Planar Graph)

‐平面に点は重ならず辺は交差せず描画できるグラフ
 辺は端点でのみ他辺と接する

 平面グラフ (Plane Graph)

‐平面に点は重ならず辺は交差せず描画されたグラフ

 𝐾𝐾𝑛𝑛は平面的 ⟺(if and only if) 𝑛𝑛 ≤ 4

𝐾𝐾4

planar

𝐾𝐾4

non-planar

𝐾𝐾5
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彩色の応用

 地図の塗分け
‐隣接する領域は異なる色

 グラフの彩色として定式化できる
‐ 領域を点，隣接する領域に対応する点間に辺とするグラフの彩色

‐四色問題（四色定理）
 地図の塗分けは4色あれば十分
‐ 平面上，飛び地なし（塗り方への制約なし）

‐地球儀（球面）上は何色必要？
‐円環（トーラス，ドーナッツ）上は何色必要？
 携帯電話の周波数割り当て
‐隣接領域で同一周波数は使えない

3

1

2 4

5

67

8

7 6

8

1

2

5

4
3

𝐾𝐾5
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 オイラー閉トレイルを持つグラフ
一筆書きで始点に戻る

Eulerian graphs

1-4 (1) オイラーグラフ

Non-Eulerian graphs𝐾𝐾5𝐶𝐶6

𝐾𝐾4

𝑦𝑦 𝑧𝑧

𝑢𝑢

𝑥𝑥 𝑣𝑣 𝑞𝑞
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オイラートレイル (Euler Trail)

 すべての辺を通るトレイル
すべての辺をちょうど1回通る

𝑃𝑃 = 𝑥𝑥, 𝑒𝑒1,𝑢𝑢, 𝑒𝑒2,𝑣𝑣, 𝑒𝑒3, 𝑥𝑥, 𝑒𝑒4,𝑦𝑦, 𝑒𝑒5, 𝑧𝑧, 𝑒𝑒6, 𝑣𝑣, 𝑒𝑒7, 𝑞𝑞, 𝑒𝑒8, 𝑧𝑧
𝑃𝑃 = 𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝑣𝑣, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑣𝑣, 𝑞𝑞, 𝑧𝑧

is an Euler trail in 𝐺𝐺

𝑥𝑥 𝑣𝑣

𝑢𝑢

𝑦𝑦 𝑧𝑧

𝐺𝐺 𝑒𝑒1 𝑒𝑒2

𝑒𝑒3
𝑒𝑒4

𝑒𝑒5

𝑒𝑒6

𝑞𝑞

𝑒𝑒8

𝑒𝑒7

2022 (1-3,4) 2離散構造とアルゴリズム 部グラフ他 17



オイラー閉トレイル (Euler Closed Trail)

 すべての辺を通る閉トレイル
すべての辺をちょうど1回通る

𝑃𝑃 = 𝑥𝑥, 𝑒𝑒1,𝑢𝑢, 𝑒𝑒2,𝑣𝑣, 𝑒𝑒3, 𝑥𝑥, 𝑒𝑒4,𝑦𝑦, 𝑒𝑒5, 𝑧𝑧, 𝑒𝑒6,𝑣𝑣, 𝑒𝑒7,𝑞𝑞, 𝑒𝑒8, 𝑧𝑧, 𝑒𝑒9, 𝑥𝑥
𝑃𝑃 = 𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝑣𝑣, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑣𝑣, 𝑞𝑞, 𝑧𝑧, 𝑥𝑥

is an Euler closed trail in 𝐺𝐺

𝑥𝑥 𝑣𝑣

𝑢𝑢

𝑦𝑦 𝑧𝑧

𝐺𝐺 𝑒𝑒1 𝑒𝑒2

𝑒𝑒3
𝑒𝑒4

𝑒𝑒5

𝑒𝑒6

𝑞𝑞

𝑒𝑒8

𝑒𝑒7
𝑒𝑒9
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オイラーグラフ

 オイラー閉トレイルを持つグラフ
‐すべての辺を通る閉トレイル

連結で奇点（次数が奇数である点）を持たないグラフ

𝑥𝑥 𝑣𝑣

𝑢𝑢

𝑦𝑦 𝑧𝑧

𝐺𝐺 𝑒𝑒1 𝑒𝑒2

𝑒𝑒3
𝑒𝑒4

𝑒𝑒5

𝑒𝑒6

𝑞𝑞

𝑒𝑒8

𝑒𝑒7
𝑒𝑒9

𝑥𝑥 𝑣𝑣

𝑢𝑢

𝑦𝑦 𝑧𝑧

𝐺𝐺′ 𝑒𝑒1 𝑒𝑒2

𝑒𝑒3
𝑒𝑒4

𝑒𝑒5

𝑒𝑒6

𝑞𝑞

𝑒𝑒8

𝑒𝑒7

オイラーグラフではないオイラーグラフ
2

24

2

4

4

2
23

2

4

3
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Seven Bridges of Königsberg
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Seven Bridges of Königsberg
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Seven Bridges of Königsberg

𝑏𝑏
𝑎𝑎

𝑓𝑓

𝑑𝑑
𝑐𝑐 𝑔𝑔

𝑒𝑒
𝐴𝐴

𝐶𝐶

𝐵𝐵

𝐷𝐷
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𝐺𝐺

オイラーの定理

 定理 (Theorem 1.11) 連結グラフ
‐オイラーグラフ ⟺ 奇点なし
証明 :
 必要条件（⟹）
‐オイラー閉トレイルをたどる
 辺を追加する＝次数が増える

‐初期状態 ： 次数は0（偶）
 始点 +1

 経由点 +2 (偶奇は保存)

 終点 +1 (始点と同じ，併せて偶）

始点=終点 2
24

2

4

4

2022 (1-3,4) 2離散構造とアルゴリズム 部グラフ他 25



オイラーの定理

 定理 (Theorem 1.11) 連結グラフ
‐オイラーグラフ ⟺ 奇点なし
証明 :
 十分条件（⟸）
 辺数に関する数学的帰納法
‐初期段階:  𝐸𝐸 𝐺𝐺 ≤ 2
 オイラーグラフ（単純グラフでない場合も含め）

全点の次数が偶のグラフ

𝐸𝐸 𝐺𝐺 = 0
𝐸𝐸 𝐺𝐺 = 1 𝐸𝐸 𝐺𝐺 = 2
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オイラーの定理

 定理 (Theorem 1.11) 連結グラフ
‐オイラーグラフ ⟺ 奇点なし
証明 :
 辺数に関する数学的帰納法
‐帰納段階: 𝐸𝐸 𝐺𝐺 ≥ 3
 任意の辺数𝑚𝑚(≥ 3)奇点なしの連結グラフ𝐺𝐺はオイラーグラフを示す
‐ 仮定:辺数𝑚𝑚− 1以下奇点なしの連結グラフ⟹オイラーグラフ
 𝐺𝐺の各点の次数は2以上 ⟹ 𝐺𝐺は閉路𝐶𝐶を含む (∵補題1-1)

 𝐺𝐺から𝐶𝐶を取り除いて得たグラフ
‐ 奇点なし
‐ 連結成分𝐻𝐻1,𝐻𝐻2, … ,𝐻𝐻𝑘𝑘の辺数𝑚𝑚− 1以下
‐ 𝐻𝐻1,𝐻𝐻2, … ,𝐻𝐻𝑘𝑘 ⟹オイラーグラフ (∵帰納法の仮定)

 𝐺𝐺はオイラー閉トレイルを持つ
‐ 𝐶𝐶と𝐻𝐻1,𝐻𝐻2, … ,𝐻𝐻𝑘𝑘のオイラー閉トレイルを組み合わせる
 𝐺𝐺はオイラーグラフ ∎

𝐺𝐺 𝐻𝐻1
𝐻𝐻2

𝐻𝐻3𝐻𝐻4

𝐶𝐶
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オイラーグラフ

 定理： オイラーグラフ ⇔ 連結，すべて偶点
 定理： オイラートレイル ⇔ 連結，奇点は高々２個

 定理： 𝐾𝐾𝑛𝑛がオイラーグラフ ⇔ 𝑛𝑛は奇数

𝑥𝑥 𝑣𝑣

𝑢𝑢

𝑦𝑦 𝑧𝑧

𝐺𝐺 𝑒𝑒1 𝑒𝑒2

𝑒𝑒3
𝑒𝑒4

𝑒𝑒5

𝑒𝑒6

𝑞𝑞

𝑒𝑒8

𝑒𝑒7
𝑒𝑒9

𝑥𝑥 𝑣𝑣

𝑢𝑢

𝑦𝑦 𝑧𝑧

𝐺𝐺′ 𝑒𝑒1 𝑒𝑒2

𝑒𝑒3
𝑒𝑒4

𝑒𝑒5

𝑒𝑒6

𝑞𝑞

𝑒𝑒8

𝑒𝑒7

オイラーグラフではないオイラーグラフ
2

24

2

4

4

2
23

2

4

3

2022 (1-3,4) 2離散構造とアルゴリズム 部グラフ他 28



数え上げ（確認）

 順列
‐𝑛𝑛要素からなる集合𝑆𝑆の要素による𝑘𝑘-順列

‐𝑆𝑆の𝑘𝑘-順列の総数

 𝑛𝑛𝑃𝑃𝑘𝑘 = 𝑛𝑛 𝑛𝑛 − 1 𝑛𝑛 − 2 ⋯ 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 1 = 𝑛𝑛!
𝑛𝑛−𝑘𝑘 !

 例
‐𝑆𝑆 = 1,2,3,4
 𝑆𝑆の2-順列

‐ 1,2 , 1,3 , 1,4 , 2,1 , 2,3 , 2,4 , 3,1 , 3,2 , 3,4 , 4,1 , 4,2 , 4,3

2022 (1-3,4) 2離散構造とアルゴリズム 部グラフ他 29



数え上げ（確認）

 組合せ
‐𝑛𝑛要素からなる集合𝑆𝑆の要素による𝑘𝑘-組合せ

‐𝑆𝑆の𝑘𝑘-組合せの総数

 𝑛𝑛𝐶𝐶𝑘𝑘 = 𝑛𝑛
𝑘𝑘 = 𝑛𝑛!

𝑘𝑘! 𝑛𝑛−𝑘𝑘 !
= 𝑛𝑛𝑃𝑃𝑘𝑘

𝑘𝑘!

 例
‐𝑆𝑆 = 1,2,3,4
 𝑆𝑆の2-組合せ

‐ 1,2 , 1,3 , 1,4 , 2,3 , 2,4 , 3,4
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1-4 (2) 完全グラフと完全2部グラフ
 完全グラフ𝐾𝐾𝑛𝑛 (点数𝑛𝑛) (complete graph)
‐すべての2点が隣接

 𝐸𝐸 𝐾𝐾𝑛𝑛 = 𝑢𝑢,𝑣𝑣 𝑢𝑢 ∈ 𝑉𝑉 𝐾𝐾𝑛𝑛 , 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉 𝐾𝐾𝑛𝑛 ∖ 𝑢𝑢

 定理(完全グラフの辺数）

‐ 𝐸𝐸(𝐾𝐾𝑛𝑛) = 𝑛𝑛 𝑛𝑛−1
2

 証明(1):

‐ 𝐸𝐸(𝐾𝐾𝑛𝑛) = 𝑛𝑛𝐶𝐶2 = 𝑛𝑛
2 = 𝑛𝑛 𝑛𝑛−1

2
∎

 証明(2):
‐ deg𝐾𝐾𝑛𝑛 𝑣𝑣 = 𝑛𝑛 − 1, ∀𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉 𝐾𝐾𝑛𝑛
‐∑𝑣𝑣∈𝑉𝑉 𝐾𝐾𝑛𝑛 deg𝐾𝐾𝑛𝑛 𝑣𝑣 = 2 𝐸𝐸 𝐾𝐾𝑛𝑛
‐∑𝑣𝑣∈𝑉𝑉 𝐾𝐾𝑛𝑛 𝑛𝑛 − 1 = 2 𝐸𝐸 𝐾𝐾𝑛𝑛
‐ 𝑛𝑛 𝑛𝑛 − 1 = 2 𝐸𝐸 𝐾𝐾𝑛𝑛
‐ 𝐸𝐸 𝐾𝐾𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 𝑛𝑛−1

2
∎

𝐾𝐾0

𝐾𝐾1

𝐾𝐾2

𝐾𝐾5
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完全2部グラフ

 完全2部グラフ𝐾𝐾𝑝𝑝,𝑞𝑞 (complete bipartite graph)

‐独立点集合𝑋𝑋,𝑌𝑌に対し，任意の𝑋𝑋の点と𝑌𝑌の点が隣接
 𝑉𝑉 𝐾𝐾𝑝𝑝,𝑞𝑞 = 𝑋𝑋 ∪ 𝑌𝑌, 𝑋𝑋 ∩ 𝑌𝑌 = ∅
‐ 𝑝𝑝 = 𝑋𝑋 , 𝑞𝑞 = 𝑌𝑌

 𝐸𝐸 𝐾𝐾𝑝𝑝,𝑞𝑞 = 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 𝑢𝑢 ∈ 𝑋𝑋, 𝑣𝑣 ∈ 𝑌𝑌

 定理(完全2部グラフの辺数)

‐ 𝐸𝐸 𝐾𝐾𝑝𝑝,𝑞𝑞 = 𝑝𝑝𝑞𝑞

𝐾𝐾4,3

𝐾𝐾3,3
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 ハミルトン閉路を持つグラフ
全点をちょうど1回通る閉路あり

𝑦𝑦 𝑧𝑧

𝑢𝑢

𝑥𝑥 𝑣𝑣 𝑞𝑞

Hamilton graphs

1-4 (3) ハミルトングラフ

Non-Hamilton
graphs

𝐾𝐾5𝐶𝐶6 𝐾𝐾4

𝐾𝐾4,3

𝐾𝐾3,3
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ハミルトン路(パス) (Hamilton path)

 すべての点を通る路（パス）

すべての辺をちょうど1回通る

𝑃𝑃 = 𝑢𝑢, 𝑒𝑒2,𝑣𝑣, 𝑒𝑒3, 𝑥𝑥, 𝑒𝑒4,𝑦𝑦, 𝑒𝑒5, 𝑧𝑧, 𝑒𝑒8, 𝑞𝑞
𝑃𝑃 = 𝑢𝑢, 𝑣𝑣, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑞𝑞

is a Hamilton path in 𝐺𝐺

𝑥𝑥 𝑣𝑣

𝑢𝑢

𝑦𝑦 𝑧𝑧

𝐺𝐺 𝑒𝑒1 𝑒𝑒2

𝑒𝑒3
𝑒𝑒4

𝑒𝑒5

𝑒𝑒6

𝑞𝑞

𝑒𝑒8

𝑒𝑒7
𝑒𝑒9
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ハミルトン閉路 (Hamilton cycle) 

 すべての点を通る閉路
すべての点をちょうど1回通る

𝑃𝑃 = 𝑥𝑥, 𝑒𝑒1,𝑢𝑢, 𝑒𝑒2, 𝑣𝑣, 𝑒𝑒7, 𝑞𝑞, 𝑒𝑒8, 𝑧𝑧, 𝑒𝑒5,𝑦𝑦, 𝑒𝑒4, 𝑥𝑥
𝑃𝑃 = 𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝑣𝑣, 𝑞𝑞, 𝑧𝑧,𝑦𝑦, 𝑥𝑥

is a Hamilton cycle in 𝐺𝐺

𝑥𝑥 𝑣𝑣

𝑢𝑢

𝑦𝑦 𝑧𝑧

𝐺𝐺 𝑒𝑒1 𝑒𝑒2

𝑒𝑒3
𝑒𝑒4

𝑒𝑒5

𝑒𝑒6

𝑞𝑞

𝑒𝑒8

𝑒𝑒7
𝑒𝑒9
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ハミルトングラフ

 ハミルトン閉路を持つグラフ
‐すべての点を通る閉路

𝑥𝑥 𝑣𝑣

𝑢𝑢

𝑦𝑦 𝑧𝑧

𝐺𝐺 𝑒𝑒1 𝑒𝑒2

𝑒𝑒3
𝑒𝑒4

𝑒𝑒5

𝑒𝑒6

𝑞𝑞

𝑒𝑒8

𝑒𝑒7
𝑒𝑒9

𝑥𝑥 𝑣𝑣

𝑢𝑢

𝑦𝑦 𝑧𝑧

𝐺𝐺′ 𝑒𝑒1 𝑒𝑒2

𝑒𝑒3
𝑒𝑒4

𝑒𝑒5

𝑒𝑒6

𝑐𝑐

𝑒𝑒8
𝑒𝑒7

𝑒𝑒9

𝑑𝑑

ハミルトングラフではないハミルトングラフ
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 定理： 𝐾𝐾𝑛𝑛(𝑛𝑛 ≥ 3)はハミルトングラフ

 定理： 𝐾𝐾𝑝𝑝,𝑞𝑞はハミルトングラフ ⇔ 𝑝𝑝 = 𝑞𝑞 (≥ 2)

グラフの性質

𝐾𝐾1

𝐾𝐾2

𝐾𝐾3

𝐾𝐾4
𝐾𝐾5 𝐾𝐾4,3

𝐾𝐾3,3
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𝑥𝑥

𝑎𝑎 𝑦𝑦 𝑧𝑧

𝑏𝑏

𝑐𝑐

𝐺𝐺

巡回セールスマン問題

 すべての街を訪問せよ
 道のりの長さを最小化せよ
⇒ 完全グラフの重み最小ハミルトン閉路問題

に変換できる
 2点間の距離を辺重みとする完全グラフを定義

𝐾𝐾𝑛𝑛

𝑎𝑎

𝑦𝑦
𝑧𝑧

𝑏𝑏
𝑐𝑐

𝑥𝑥
1
2
3
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 𝐺𝐺はハミルトングラフか
巡回セールスマン問題を用いて解ける
 巡回セールスマン問題の入力となるネットワーク 𝐾𝐾𝑛𝑛,𝑤𝑤 を作る
‐ 𝐺𝐺に辺あり ⇒ 辺重み1

‐ 𝐺𝐺に辺なし ⇒ 辺重み2

 𝐾𝐾𝑛𝑛,𝑤𝑤 の最小ハミルトン閉路重みで判定

ハミルトングラフ判定問題

ハミルトングラフ判定問題

𝐺𝐺 𝐾𝐾𝑛𝑛 1 (𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸 𝐺𝐺 )

𝑤𝑤

2 (𝑒𝑒 ∉ 𝐸𝐸 𝐺𝐺 )

巡回セールスマン問題

ハミルトン閉路の重み
𝑛𝑛 𝐺𝐺の辺のみ

≥ 𝑛𝑛 + 1 その他の辺含む
𝑛𝑛 = 𝑉𝑉 𝐺𝐺

𝐺𝐺はハミルトングラフ ⟺ 𝐾𝐾𝑛𝑛,𝑤𝑤 の最小ハミルトン閉路の重みは𝑛𝑛

巡回セールスマン問題の難しさ
 ハミルトングラフ判定問題と，

同じか，より難しい
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