
集合と位相第二

第9回 分離公理と連続写像



p. 104

Urysohn



p. 104

p. 101

空でない

テキストの証明が
適用できるのは
この場合

F1=Æ または F2=Æ のときは，

テキストとは別の証明が
適用できる．



p. 104

注： 1), 2), 3) を満たす連続関数 f が存在する Û T4 空間

(Þ) の証明： 定理2.12 の証明の最後の部分 (p. 101) と同様
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(可算）選択公理



   

    
  

    
 :   s.t.

 2.24, p. 

 

85
 

1

, : ,

( ( )) ( )

( ( )); ( )

( ( )), ( ) .f

X Y f X Y x X

f x f x

f x U f x f U x

U f x V x Vx f U

W

−

→ ∈

⇔ ∀ ∈
⇔ ∀ ∈ ∃ ⊂

⇒
⇐

補題11/4　 を位相空間， とし，

を の基本近傍系とするとき，

が において連続 が  の近傍

の近傍

証明　（前半の ）点における写像の連続性の定義（定義 ）より明らか．

（前半の ）  を 

が において連続






   
   

   
  

  :   s.t.  :   s.t. 
(Q.E.

1 1 1

1 1

( ) ( ( )) .

( ) ( ) ( )

( ( ))

( ) ( ) ( ) .

f x U f x U W

f U x f U f W x

f x

U f x

f U x V x V f U V x f V U

− − −

− − ∗

∈ ⊂

⊂

∈

⇔ ∃ ⊂ ⇔ ∃ ⊂

の任意の近傍とすると，ある が存在して

このとき， は  の近傍だから， も  の近傍である．よって，

は において連続．

（後半） を任意に固定したとき，

が  の近傍 の近傍 の近傍





D.)

   
  s.t.  s.t. 
 

1

1

1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

( ) ( ) ( ) ( ).

V f U f V U

y f V x V y f x x f U y f x y U

x V f x f V U x f U

−

−

−

 ∗ ⊂ ⇔ ⊂
 
⇒ ∈ ⇔ ∃ ∈ = ⇒ ∃ ∈ = ⇒ ∈ 

  ⇐ ∈ ⇒ ∈ ⊂ ⇒ ∈ 

の証明：
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  ( ( ), ) ( )U f x f xε補題11/4と， において が  の基本近傍系であることから従う．



p. 106

1点集合が閉集合であることとUrysohnの補題から明らか．



p. 106

定理2.12 の証明の最後の部分 (p. 101) と同様．



p. 106

Tietze’s Extension Theorem



pp. 106–107



  

i.e.,   
 

( ) ( )

a b f

f x a f x a

a b

=

≡ ≡
<

まず， の場合， は定値関数ゆえ，定値のまま拡張すればよい．

のときは， とする．

そこで，以下 とする．



pp. 106-107



 

  
    

 
Tietze

  

   1

: [ , ] ( ) (2 ) / ( )

([ , ]) [ 1,1]

: [ 1,1]

[ 1,1]

: [ 1,1]

: [ , ]

f A a b g x x a b b a

g g a b

h g f A

h h X

f g h X a b f−

→ − − −
= −

→ −
−

→ −

→



 

 

 

連続関数 に対し， と定めれば，

は から への同相写像であって， である．

連続関数 に対して，

終域が  の場合の の拡張定理を適用し，

の連続な拡張 を得たならば，

は の連続な拡張である

 

 2.11, p. 85
 

1 1 1( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ( ))) ( )

x A

f x g h x g h x g g f x f x− − −

 
 

∈ 
 = = = = 
 
 



．

連続性は，連続写像の合成が連続であること（定理 ）から明らか．

拡張であることは， について

であることから分かる．



p. 108

1 2
( ) ( )

3 3

n

n n
n N n N n N

s x s x ε
≥ ≥ ≥

 
≤ ≤ ≤ 

 
∑ ∑ ∑



p. 108

 

 >0   
    

  
     

    1

0

( )
3

0,1, , 1

( ) ( )
3

( ) (

n
n N

n

n

n n n

N

nn

x X

N y X

s y

n N s

n x V

y V s x s y
N

V V x y V

f x f

ε

ε

ε

≥

−

=

∈
∈ ∈

≤

= −

∈ ⇒ − <

∀ ∈

−

∑









任意に と を固定する．

先に示したことより，ある が存在して，任意の に対し

とできる． について は連続なので，

補題11/4 より各 について の近傍 が存在して，

とできる．このとき， も の近傍であり， について

 

 



0 0

1

0

1

0

) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

.
3 3 3

11

( ) ( )

( (

/ 4

) )

n n
n n

N

n n n n
n n N n N

N

n

y s x s y

s x s y s x s y

yf
N

f

f x f y

x f
ε ε ε ε

∞ ∞

= =

−

= ≥ ≥

−

=

= −

≤ − + +

≤ + + =

−

−

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑

したがって，補題 より  は連続となる．



 

 
 

0 ( )
( , )

1 ( )

x y
d x y

x y

 ==  ≠



例　　離散位相空間は距離付け可能である．

離散距離

のとき

のとき

の定める位相は離散位相である．
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p. 109

   
    
 
 

  

( , )

:

( , )

A A

A A

X d A X

d A A d A A

A

d

A d

×

×

⊂
× × →





を距離空間， とする．

の への制限 が

上の距離の条件を満たすことは，

が距離であることから明らかである．

よって， は距離空間である．





pp. 143–144



  

1)  
2)  

 1)    

( , )

( ,

,

( , )

( , ) { | ( , ) }

( , )

( , ) ( , ) 0

( , ) ( , )

( ) ( , )

( , ) ( , )

( , )

)

( , )

X d

U x y X d x y

U x

y U x d x y

z U y d y z

d y z d x y

x

z U y

z U d y d y z

d x

y

z y zU

ε ε
ε

ε δ ε

δ δ
ε

ε
δ
δ
δ

∈
∈
∈

∈ <

∈ − >

∈ ⇔ <
⇔ < −
⇔ + <
⇒





補題 を距離空間とする．

開球体 は開集合である．

開球体 の全体は開基をなす．

証明 任意の に対し， とおくと，

  

2)  p. 72
 p. 77

(Q.E.D.)

( , ) ( , ) ( , )U y U x U x

ε

δ ε ε

<

⊂

（ 三角不等式）

より となるので， は開集合である．

距離空間における開集合の定義（教科書 ）と

開基であるための必要十分条件（教科書 ）から明らか．



p. 109

pp. 143–144

   
     

 
   

( , )

0 ( , )

( , ) { | ( , ) }

( , ) ( , ) { | ( , ) }

( , ) { | ( , ) } { | ( , ) } ( , )

A

A

A A

A A

A A

X d A X

x A A d

U x y A d x y

X d U x y X d x y

A

U x y A d x y y A d x y U x A

ε
ε ε

ε ε

ε ε ε ε

×

×

×

⊂
∈ >

∈ <
∈ <

= ∈ < = ∈ < = ∩





証明 を距離空間， とする．

を中心とする半径 の，距離空間 における

開球体 は， 

における開球体 と

 の共通集合に等しい，つまり，

．

　　






　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（次のスライドに続く）



 2)  
  

  
  

( , ) ( , )

( , )

{ ( , )} ( , )

( , ) ( ( , ) ) ( , )

A

A A

A

A A

A A

U x A d

A d V

U x V U x

V U x U x A U x A

λ λ λ λ λλ

λ λ λ λ λ λ
λ λ λ

ε

ε ε

ε ε ε

∈Λ ∈Λ

∈Λ ∈Λ ∈Λ

×

×
=

 
= = ∩ = ∩ 

 



  

直前の補題 から，

開球体 の全体は の距離位相の開基だから，

距離空間 における任意の開集合  に対して，

開球体の族 が存在して， とできる．

このとき，

であって，直前の補題




 1)     

   
  

     
   

( , )

0 ( , )

( , ) ( , )
A

U x X

V A

V A

X U V U A

x V x U U X

U x U

U x U x A U A V

V

λ λλ
ε

ε ε

ε ε

∈Λ

= ∩
∈ ∈

> ⊂

= ∩ ⊂ ∩ =



から は の開集合だから，

 は  の相対位相に関する開集合となる．

一方， を の相対位相に関する任意の開集合とすると，

の ある開集合  が存在して となる．

とすると， であって， は の開集合だから，

ある が存在して となる．このとき，

なので，    (Q.E.D.)( , )A AA d × は距離空間 における開集合でもある．



p. 110

1)   

2) 
3
3) 

) 

( , ) 0

( , ) 0 ( , ) 0 .

( , ) min{1, ( , )} min{1, ( , )} ( , ).

( , ) ( , ) min{1, ( , )} min{1, ( , )}

min{2,1 ( , ), ( , ) 1, ( , ) ( ,( , ) ( , )

d d x y

d x y d x y x y

d x y d x y d y x d y x

d x y d y z d x y d y z

d y zd dx y d y x y d x y d yz

′ ′ ≥
′ = ⇔ = ⇔ =
′ ′= = =
′ ′+ = +

= + ++ +′ ′

の定義から明らかに， であり，

3) 
)}

min{1, ( , )} ( , ).( , ) ( , )d x y

z

z d z d zd x xy ′≥ =′ ′+



p. 110

  

 

2.5 p. 81

1

1

X

x X

x

d d

∈

′

任意の距離空間 において，

 を中心とする半径 以下の開球体全体からなる族は

 の基本近傍系になる（ほとんど明らか．各自 確かめよ）．

また，半径が 以下のとき，

 に関する開球体と  に関する開球体は一致する．

以上の事実と命題 の後半（ ）から従う．



p. 110

容易なので，各自 確かめよ



pp. 110-111

   

   ( , )

x X U x

x X U x xε

∈

∈

の直積位相に関する開近傍 の全体： の直積位相に関する基本近傍系

を中心とする開球体 の全体： の距離位相に関する基本近傍系



pp. 111-112

   

   ( , )

x X U x

x X U x xδ

∈

∈

の上の形をした直積位相に関する開近傍 の全体： の直積位相に関する基本近傍系

を中心とする開球体 の全体： の距離位相に関する基本近傍系



3

   
   

      

  

    2.11 1) (p. 98-99) 

   
   

0 0 0

0

,

,

X

U V U V

x X x W

x U U V V W

U V

X

x V V W V

x V V V

⊂ ∈
∈

∈ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂
∈

∈ ⊂ ⊂
∈ ⊂ ∈

補題 を高々可算個の元からなる位相空間 の開基とする．

このとき， なる が存在する．

特に，任意の と の任意の開近傍 に対して，

なる が存在する．

証明 は 空間でもあるので，命題 より

なる開集合 が存在する．

は開基なので， なる






 

T

3

 

     
   

 

0 0 0

0

0 0

x U U V U

x U U U

x U U U V V V W

∈ ⊂ ⊂
∈ ⊂ ∈

∈ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂

がある．

再び 空間の性質より なる開集合 が存在し，

なる がある．このとき，

となっている．


T



定理2.19 Urysohnの距離付け定理の証明の補足

 6

    
       

 (p. 113)
 

 

( , ) ( , )

:

, { }

( ) 0 ( ) 1 ( ) ( )

( )

U V U V

F X I

F x y x y X W X y

x U f x y X V f y F x F

x

y

W X W

F W

• →

• ≠ ∈
∈ = ∈

⊂ ∈

•

•
•

= ≠





写像 の連続性： 第 回「直積位相」最後のスライドより直ちに従う．

 の単射性： なる に対し，先の補題で とすれば，

より ， より なので， となる．

「 を任意の空でない開集合とし， 」: 

上の赤字部分

とする 

では，（




    (p. 113)

 

   

  

1

1

{( ) | 1}

[0,1[

[0,

(

1[ {

(

| 1}

) )

0

j

ij

j

j
j

O I

I

F W F x

I

O

j

r I r

I I

r r I

O

−

•

•

• =

= ∈ <

= × × × × × ×•
≤• = <







 

個

が

）

の要素 を任意

開集合であることを示すために）

ことと同じであることに注意．

の元で 成分が 未満となるものの全体

（ここで， は の開集

取

合で

き

ある

る

こ

っ

と

に て い

に注意

て



0 00)   
1)   
2) Hausdorff Hausdorff 

1 1

命題 

空間の部分空間は 空間である．

空間の部分空間は 空間である．

空間の部分空間は 空間である．

証明 いずれも定義から明らか．

T T
T T



2
    

    
  
    

 

 
2.11

A V F

V A V X V V A

V A

F V A

F V A

a V F V A V V A V U

a V F U A U

′

′ ′ ′∩ = ∩
′

′

′⊂ ∩

′ ′ ′∈ ⊂ ⊂ ∩ ⊂ = ∩ ⊂ ⊂
′∈ ⊂ ⊂ ∩ =

命題 正則空間の部分空間は正則である．

（教科書の証明の最後の 文の説明）

における の閉包を とすれば，

（ は における の閉包）が

を含む， における閉集合であり，

は を含む， における最小の閉集合なので，

だから

となる．したがって， となり，

命題 3 1)  (pp. 98–99)     Aから は 空間となる．T



  
(Q.E.D.)

  

1 1

4 4

命題 正規空間の任意の閉部分空間は正規である．

証明 空間の部分空間が 空間であることと，

次の命題から示される． 

命題 空間の任意の閉部分空間は 空間である．

注 一般に，正規空間の部分空間は正規とは限らない．

T T

T T



  

  
  

   
   

   =  
  

4 4

4

1

1 1 1

1

1 2 1 2

1 2

,

X F X

F X F

X F F F F

F X F X

F F F F F

F F

= ∩

∩ ∅

 

命題 空間の任意の閉部分空間は 空間である．

証明  を 空間， を  の閉集合とする．

を  の部分空間 の任意の閉部分集合とすると，

 の閉集合 が存在して となるが，

は  の閉集合なので も  の閉集合である．

を部分空間 の閉部分集合で なるものとする．

上で確認したことから と

T T

T

 
  

=  
 

    
   (Q.E.D.)

4

1 2

1 2

4

,

, ,

, ,( ) ( )

X

X X U V

F U F V U V

F U F F V F U F V F

U F V F F

F

⊂ ⊂ ∩ ∅
⊂ ∩ ⊂ ∩ ∩ ∩ ∩ = ∅

∩ ∩

は  の閉集合であり，

 は 空間だから，  の開集合 で，

となるものが存在する．

このとき， であり，

と は部分空間 の開集合である．

以上から， は 空間である．

T

T



( )

       
 

     

  
    

   
 

   (Q.E.D.)

:

; ( )

( )

( )

{ }

( ) ( )

( )

X Y X

f X Y

f V f V Y

U X

U V V

f U f V f V

f U Y

λ λ λλ

λ λλ λ

∈Λ∈Λ

∈Λ ∈Λ

→
⇔ ∀ ∈

⇒
⇐
= ⊂

= =


 

補題 と を位相空間， を の開基，

とするとき，

が開写像 が の開集合．

証明 明らか．

を の開集合とすると，

となる が存在する．

よって， より，

は の開集合である．









   
     

 
 

  

     
i.e.,   

{ }

{ }

{( ) } {( ) | { }; }

: :

Y

X X X

x X

X

Y X x y y x X

X

f Y X p X X Y

f p f

µ µ µµ

µ µ

λ µ µ λ λ µ µ

λ

λ λ λ

λ

λ µ λ

µ λ

∈Λ ∈Λ

≠

∈ Λ ∈ Λ ∈

× = ∀ ∈ Λ = ⊂

→ →
=

∏



命題 を空でない位相空間の族， を その直積空間とする．

とし，すべての に対して とするとき，

の部分空間

は と同相である．

証明 写像 を射影 の への制限とする,

．明らかに は全単





   

 
       

  

p f

f

Y

X U U X

U X Y Y

λ

µ µ µµ

µ µ

µ
µ

∈Λ
∈ Λ

=
∏

射であり， が連続であることから も連続である

（連続写像の部分空間への制限が連続であることは容易に示せる）．

直前の補題より，  が開写像であることを示すには，

の開基の任意の元の像が開集合であることを示せばよい．

 の開基の元 （ただし，すべての について は の開集合であり，

かつ有限個の を除いて ）と  との共通集合の全体が  の開

     
  (Q.E.D.)

{( ) }U x f U

f f
λ µ µ λ λ≠×

基をなし，

その任意の元は と表わせる．このとき， による その像は となる．

よって は開写像である．以上から， は同相写像である．　



 
  

1)   Hausdorff   Hausdorff 
2)    

1) 
   

Hausdorff Hausdorff 

{ }

;

;

X

X X

X X

X X

X X

λ λ

λλ

λ

λ

λ

λ
λ

∈Λ

∈Λ

⇒ ∀ ∈ Λ
⇒ ∀ ∈ Λ

∏
命題 を空でない位相空間の族，

を その直積空間とする．

が 空間 は 空間

が正則空間 は正則空間

証明 直前の命題から

各 は の部分空間と同相であることに注意すると，

以前に示した命題から

空間の部分空間が 空間であること

Hausdorff 
Hausdorff 

2) 1) (Q.E.D.)

と，

空間と同相な位相空間は

空間であることから従う．

と同様．　　
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×
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∏
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∏ ∏
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補題 を空でない位相空間の族， を その直積空間とする．

を の有限部分集合，各 について とし，

とするとき，

証明 に対して

は の開近傍，有限個の を除いて







 

     

 

(Q.E.D.)
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命題 を空でない位相空間の族， を その直積空間とする．

各 が 空間ならば， も 空間である．

各 が 空間ならば， も 空間である．

各 が正則空間ならば， も正則空間である．

証明  第 回「 空間」の授業で示した．
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， を　 の における開近傍とする．

このとき，直積位相の開基の定義から，有限個の と の開集合 が存在して

とできる．ここで， が 空間であることと，命題 から，

の開集合 で となるものが存在する．そこで，

とおけば，直前の補題から
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3) Hausdorff  1)  2) (Q.E.D.)
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∏ なので，

が導かれ，命題 から は 空間である．

正則空間は 空間かつ 空間なので, と から明らか． 

注 正規空間の族の直積空間は必ずしも正規空間ではない．
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p. 115

今日の授業（p. 109）で示した
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を標準的射影とし， を の開近傍，

を の開近傍とする．

このとき， は の開近傍なので，

．

同様に， ．

とおくと，
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より， とはできない．



教科書 pp. 116–117 の例2.15は，

第1可算公理を満たす位相空間の商集合で

第1可算公理をみたさないものが存在し，

第2可算公理を満たす位相空間の商集合で

第2可算公理をみたさないものが存在する

ことを示す例だが，

教科書に その定義が掲載されていない
「位相空間の直和」を用いているため，
本講義では扱わない．
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