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集合と位相第二　第3回 基と近傍系
第1可算公理を満たさない位相空間の例

第 1可算公理を満たさない位相空間の例として，教科書 pp. 116–117の例 2.15が
あるが，例 2.15では本講義の範囲外である位相的な直和を用いているので，ここでは
別の例を示す．

Xを非可算無限集合（たとえばR）とし，Xの部分集合族Uを次のように定める．

U ≜ {F c | F はXの有限部分集合 } ∪ {∅}.

U が開集合系の 3つの公理（教科書 pp. 73–74, 定義 2.12）を満たすことは容易に
確認できる．

有限集合の補集合は cofinite（補有限または余有限）と呼ばれ，上記のUで
定まる位相はcofinite topology（補有限位相，余有限位相または有限補集合
位相）と呼ばれる．

以下，位相空間 (X,U)は第 1可算公理を満たさないことを背理法により示す．ある
x ∈ X が可算な基本近傍系 U(x)を持つと仮定する．任意の y ∈ X \ {x}に対して，
X \ {y}は xの開近傍だから，あるUy ∈ U(x)が存在して x ∈ Uy ⊂ X \ {y}となる．
したがって，∩

U(x) = {x}である．よって，

X \ {x} = X \
∩

U(x) =
∪

U∈U(x)

(X \ U)

となる．上式右辺の各X \Uは非空開集合の補集合なので有限集合であり，可算個の
有限集合の合併集合は可算集合だから，X \ {x}は可算集合となる．これは X が
非可算無限集合であることに反する．


