
集合と位相第二

第13回 距離空間の完備性
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命題 の証明

と の定める開集合系をそれぞれ ， とおく．

まず， と仮定し，

と を任意に固定する．

より，

ある が存在して とできる．

より同様に，

ある が存在して とできる．

とおけば，
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となる．

（次のスライドに続く）
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命題 の証明の続き

次に十分性を示す．

とすると，ある が存在して となる．

仮定より，ある が存在して となる．

よって， となるので， である．

仮定より同様に， も言えるので， である．
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とすれば，
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（可算）選択公理
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complete
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{ }Cauchy   1
n

たとえば， 列 を考えればよい．
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命題 を距離空間， とするとき，

が全有界 も全有界

証明定義から明らか．
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が全有界ならば， に対して

が成り立つ．

（ここで

とおく．任意の に対して なる が存在するから

となるので， より は有界である．
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補題 を距離空間， とするとき，

証明 より なので，逆向きの不等号を示す．

任意に を固定する．任意の に対して，触点の定義より

なる が存在するので，

より，

となり， の任意性から (Q.E.D.)diam diamA A= となる．
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

証明 が有界であるとすると，先の補題から も有界となる．

は 空間 の有界閉集合なのでコンパクトであり，

距離空間におけるコンパクト集合は全有界だから，

は全有界であり， から も全有界となる．
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注 全有界性は位相的性質ではない．

例えば， と は同相だが，

は全有界であり， は全有界ではない．
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と任意の に対して，

となるからである．

したがって， は可分である．

なる をとれば， より なる

が存在するので， とおけば

（可算）選択公理
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定義 定義 を の近傍とすると，

なる が存在する． より，

ある が存在し任意の について と

できるので， となる．
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定義 定義 は の近傍なので，

任意の に対して，ある が存在し

任意の について ，すなわち

となる．以上から である．
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背理法による． を 空間とし，

とする．

は 空間なので， なる

の開近傍 と の開近傍 が存在する．

より，ある が存在し，任意の について となる．

より，ある が存在し，任意の について となる．

とおくと， かつ となり， V∩ = ∅に反する．
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位相空間

コンパクト空間 点列コンパクト空間

距離空間
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に対して，
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 より なる が存在する．

より なる が存在する．

より なる が存在する．

以下同様．

（可算）選択公理
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は単調減少列なので，

各 について，ある が存在し，

任意の に対して ゆえ，

となるので，

であることと

が閉集合であることから となる．
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 Cauchy
Cauchy

補題 列が収束する部分列を持てば，

元の 列自身も収束する．
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証明 を 列， を収束部分列とし，

の極限点を とする．任意

補題 列が収束する部分列を持てば，

元の

に を固定する．

より，ある が

な

列自身も収束

存在し，

任意の について となる．

は

る
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．

存

意

す
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ここで， とおけば，任意の に対して

したがって， ．
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任意の に対して，

なる を取れば，

任意の について，

はある 開球体に属するので，
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