
10 ２次形式と固有値

10.1 １変数の場合

f : R → Rを２階連続微分可能な関数とする．

x∗が f の極小点 ⇒ f ′(x∗) = 0, f ′′(x∗) ≥ 0,

x∗が f の極小点 ⇐ f ′(x∗) = 0, f ′′(x∗) > 0,

ただし，ここで x∗が f の極小点とは，この点に対してある ε > 0が存在し，

f(x∗) ≤ f(x) が任意の x ∈ {x′ ∈ R | |x′ − x∗| < ε}に対して成り立つものである．

これらの証明をするためには，f を点 x∗において２階まで Taylor展開をする．

f(x) = f(x∗) + f ′(x∗)(x− x∗) +
1

2
f ′′(x∗)(x− x∗)2 + o(|x− x∗|2)

ただし，o(0) = 0, lim
r→0

o(r)

r
= 0とする．

この議論を２変数以上の場合において考える．つまり f : Rn → Rを２階連続微分可能な関数と
する．

∇f(x∗) は n次元のベクトル
∇2f(x∗) は n× n対称行列

となり，1
2f

′′(x∗)(x−x∗)2に相当する部分はxに対する２次形式となる．さらに，f ′′(x∗) > 0（f ′′(x∗) ≥
0）という条件は

∇2f(x∗) は正定値（半正定値）行列
⇕

∇2f(x∗) の全ての固有値は正（非負）

となる．

10.2 ２次形式と最小（最大）化問題

[問題 10-01] A = (aij)を 2× 2定数行列とする．関数 g : R2 → Rを

g(x) = xTAx for x = (x1, x2)
T ∈ R2

と定義する．このとき，

(a) g(x)を x1, x2で表せ．

(b) 任意の x ∈ R2に対して，

g(x) = xT

(
A

2
+

AT

2

)
x

が成立することを示せ．行列Q =
(
A
2 + AT

2

)
は対称行列になる．

ここでは，Q = [qij ]を n× n定数行列，x ∈ Rnに対して，２次形式

g(x) = xTQx =

n∑
i=1

n∑
j=1

qijxixj
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を扱う．２次形式を考えるときには，定数行列Qが対称行列である．すなわち，QT = Qであること
を仮定しても一般性を失わない（[問題 10-01]を参照）．

例：

n次元空間Rnで関数の最小化を考える．f : Rn → Rを２階連続微分可能な関数とする．すなわち，

∂2f(x)

∂xi∂xj
(5)

が存在して，(5)は変数 xに関して連続（関数）であるとする．点（ベクトル）x∗でTaylor展開をす
ると

f(x) = f(x∗) +∇f(x∗)T (x− x∗) +
1

2
(x− x∗)T∇2f(x∗)(x− x∗) + o(∥x− x∗∥2) (6)

として表現できる．ただし，

∇f(x∗) =


∂f(x)
∂x1

∂f(x)
∂x2
...

∂f(x)
∂xn


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x=x∗

, ∇2f(x∗) =

(
∂f(x)

∂xi∂xj

)∣∣∣∣
x=x∗

.

である．ここで，
1

2
(x− x∗)T∇2f(x∗)(x− x∗)

は (x− x∗)に関して２次形式になっている．さらに，x∗が関数 f の極小点あるいは極大点であると
仮定すると，

∇f(x∗) = 0

が成り立つ．この場合，近似式 (6)は

f(x) = f(x∗) +
1

2
(x− x∗)T∇2f(x∗)(x− x∗) + o(∥x− x∗∥2)

となり，誤差を無視した右辺を

g(x) := f(x∗) +
1

2
(x− x∗)T∇2f(x∗)(x− x∗)

と定義する．このとき，

x∗が g(x)の最小点 ⇔ ∇2f(x∗)が非負定値（半正定値），すなわち
uT∇2f(x∗)u ≥ 0, ∀u ∈ Rn　

定義１０.１：Qを n× n次元の行列とする．

Qは非負定値（半正定値） ⇔ uTQu ≥ 0, ∀u ∈ Rn

Qは正定値 ⇔ uTQu > 0, ∀u ̸= 0

Qは非正定値（半負定値） ⇔ uTQu ≤ 0, ∀u ∈ Rn

Qは負定値 ⇔ uTQu < 0, ∀u ̸= 0

上記いずれにも当てはまらない場合は，不定値行列と呼ばれる．
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[問題 10-02] ２階連続微分可能な関数 f : Rn → Rに対して，点 x∗ ∈ Rn での２次近似を
g : Rn → Rとする．すなわち，

g(x) = f(x∗) +∇f(x∗)T (x− x∗) +
1

2
(x− x∗)T∇2f(x∗)(x− x∗)

で定義する．このとき，

x∗が g(x)の最小点⇔ ∇f(x∗) = 0 かつ ∇2f(x∗) が非負定値（半正定値）

となることを証明せよ．このことより，

x∗が f(x)の極小点⇒ ∇f(x∗) = 0 かつ ∇2f(x∗) が非負定値（半正定値）

が導かれる．

例１：

Q =

(
1 0

0 1

)
を２次元の単位行列とする．

xTQx = (x1 x2)

(
1 0

0 1

)(
x1

x2

)
= x21 + x22 > 0, ∀x =

(
x1

x2

)
̸= 0.

ゆえに，正定値行列である．

例２：

Q =

(
λ1 0

0 λ2

)
を２次元の対角行列とする．

xTQx = (x1 x2)

(
λ1 0

0 λ2

)(
x1

x2

)
= λ1x

2
1 + λ2x

2
2.

ゆえに，

λ1 ≥ 0かつ λ2 ≥ 0 ⇒ Qは非負定値行列である．

λ1 > 0かつ λ2 > 0 ⇒ Qは正定値行列である．

不等式が逆の場合はそれぞれ非正定値，負定値となる．λ1, λ2はQの固有値になっている．n× nの
対角行列の場合は

Qは非負定値行列（半正定値行列） ⇔ すべての固有値が非負

Qは正定値行列 ⇔ すべての固有値が正

Qは非正定値行列（半負定値行列） ⇔ すべての固有値が非正

Qは負定値行列 ⇔ すべての固有値が負

このことは，一般の対称行列でも成立する．これを，『対角化』を用いて後程証明する．

例３：
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Q =

(
1 2

2 1

)
をすべての要素が正の行列とする．

xTQx = (x1 x2)

(
1 2

2 1

)(
x1

x2

)
= x21 + 4x1x2 + x22.

x1 = x2 = 1とすると，xTQx = 6 > 0．x1 = 1, x2 = −1とすると，xTQx = −2 < 0となる．した
がって，この行列は非負定値でも非正定値でもない．

例４：

(x1 − x2)
2 = x21 − 2x1x2 + x22 ≥ 0, ∀x =

(
x1

x2

)
であるから，この２次形式は非負定値である．この行列表現は，

(x1 x2)

(
1 −1

−1 1

)(
x1

x2

)

となる．Q =

(
1 −1

−1 1

)
には負の要素があるが，Qは非負定値行列である．

例３，例４で分かるとおり，要素がすべて非負（正）の行列と非負定値（正定値）行列は異
なる．

[問題 10-03] n× n対称行列Qに対して，変数ベクトル x ∈ Rnに関する２次形式を g(x) =

xTQxで定義する．以下の４つの命題について考える．

(a) Qは正定値行列．

(b) g(x)は x̄ = 0で最小値をとる．

(c) g(x)は x̄ = 0で極小値をとる．すなわち，ある ε > 0が存在し，∥x∥ ≤ ε なる任意の
x ∈ Rnに対して，g(x̄) ≤ g(x) が成り立つ．

(d) Qは非負定値行列．

このとき，
(a) ⇒ (b) ⇔ (c) ⇔ (d)

が成立することを証明せよ．

[問題 10-04] f : R → Rを２階連続微分可能な関数としたとき，以下について説明せよ．

(a) x∗が f の極小点であるための必要条件．

(b) x∗が f の極小点であるための十分条件．

(c) x∗が f の極大点であるための必要条件．

(d) x∗が f の極大点であるための十分条件．

一般に，２階連続微分可能な関数 f : Rn → Rに対して，

x∗が f の極小点 ⇒ ∇f(x∗) = 0, ∇2f(x∗) が非負定値（半正定値）
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x∗が f の極小点 ⇐ ∇f(x∗) = 0, ∇2f(x∗) が正定値

x∗が f の極大点 ⇒ ∇f(x∗) = 0, ∇2f(x∗) が非正定値（半負定値）

x∗が f の極大点 ⇐ ∇f(x∗) = 0, ∇2f(x∗) が負定値

10.3 固有値

定義１０.２：Aを n次正方行列とする．

λはAの固有値で，pはλに対する固有ベクトルである．

⇕

Ap = λp, p ̸= 0 (7)

固有値 λが正の実数のときには，線形写像Aによって同じ方向に移されるベクトルが固有値 λに対
応する固有ベクトル pである（図 24参照）．固有値が負の実数の場合には，その固有値に対応する固
有ベクトルは線形写像Aによって逆の方向に移される．

図 24: 固有ベクトル pを線形写像Aによって移した場合．

一般には，λは複素数，pは複素ベクトルになる．固有値，固有ベクトルの条件 (7)は

(A− λI)p = 0, p ̸= 0

と書ける．ただし，I は n× n単位行列である．したがって，A− λI は正則でない．すなわち，

ϕA(λ) := det(A− λI) = 0 （固有方程式もしくは特性方程式）

これは一般的に n次の代数方程式となり，根の重複度も含め n個の根をもつ．したがって，固有値は
（重複度も含めると）n個になる．
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[問題 10-05]

(a) A =

(
3 1

−4 4

)
の固有方程式を導き，固有値を計算せよ．

(b) A =

(
2 −1

4 1

)
の固有方程式を導き，固有値と固有ベクトルを計算せよ．

(c) A =

(
3 4

4 2

)
の固有方程式を導き，固有値と固有ベクトルを計算せよ．

定理１０.３：λ1, λ2, . . . , λnを n× n実対称行列の固有値とする．

(a) λ1, λ2, . . . , λnは実数であり，対応する固有ベクトルも実数ベクトルとしてとれる．

(b) 固有値 λiに対応する固有ベクトル piをお互いに直交し，かつ，その長さを 1にとるこ
とができる．すなわち，

(pi)
Tpj = 0 (i ̸= j), ∥pi∥ = 1. (i = 1, 2, . . . , n)

したがって，p1,p2, . . . ,pnは線形独立になり，n次元空間 Rnの基底をなす．

証明（略）：

(a) λをAの固有値とする．すなわち，

Ax = λx, x ̸= 0

を仮定する．複素共役を ¯ で表すとする．Ax = λxの複素共役をとると，Ax̄ = λ̄x̄となる．
したがって，

λx̄Tx = x̄T (λx) = x̄TAx = xTAx̄ = xT (λ̄x̄) = λ̄xT x̄ = λ̄x̄Tx

となる．ここで，x̄Txはゼロでない実数であるので λ = λ̄ を得る．

さらに，x = a+ ib，a, b ∈ Rnとすると，

Ax = A(a+ ib) = λ(a+ ib) = λx

となるので，Aa = λaとなる実数の固有ベクトル a ∈ Rnが存在することになる．

(b) x,yを λ, µの相異なる固有値に対応する固有ベクトルとする．すなわち，

Ax = λx, x ̸= 0, Ay = µy, y ̸= 0.

このとき，
yTAx = yT (λx) = λxTy,

yTAx = xTAy = xT (µy) = µxTy

となる．よって，
0 = yTAx− yTAx = (λ− µ)xTy.
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仮定より，λ ̸= µであるから，xTy = 0を得る．以上のことから異なる固有値に対する固有ベク
トルは直交している．さらに，Ax = λxであれば，両側を ∥x∥ =

√
xTxで割ることによって

A
x

∥x∥
= λ

x

∥x∥

ノルムが 1の固有ベクトル p = x
∥x∥ を得ることができる．

このことから，λ̂1, λ̂2, . . . , λ̂k (k ≤ n)をAの異なる全ての固有値とし（つまり重複する場合
はその一つだけを表す），Wi := {p ∈ Rn | Ap = λ̂ip} (i = 1, 2, . . . , k)とすると（固有空間
と呼ばれる），Wiはお互いに直交しているベクトル部分空間になっていることがわかる．さら
に，Rn = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wkとなることを nに関して帰納法で示す．

n = 1の場合は明らかである．{Ax | x ∈ W1} ⊆ W1，さらに ∀y ∈ W1，∀x ∈ W⊥
1 に対して

yTAx = (yTAx)T = xTATy = xTAy = λ̂1x
Ty = 0が成り立つので，{Ax | x ∈ W⊥

1 } ⊆ W⊥
1

となることがわかる．そのため，直交分解の定理 Rn = W1 ⊕W⊥
1 より，Aの λ̂2, λ̂3, . . . , λ̂kに

相当する固有ベクトルはW⊥
1 にしか含まれていない．さらに，n = dim(W1) + dim(W⊥

1 )で，
dim(W1) ≥ 1であることから帰納法を用いて，W⊥

1 = W ′
2 ⊕W ′

3 ⊕ · · · ⊕W ′
kはお互いに直交で固

有値 λ̂2, λ̂3, . . . , λ̂kに相当する固有空間W ′
2,W

′
3, . . . ,W

′
kに分解できる．さらに，W

′
i ⊆ Wi (i =

2, 3, . . . , k)は当然成り立つが，Rn = W1 ⊕ W ′
2 ⊕ W ′

3 ⊕ · · · ⊕ W ′
k より，結局W ′

i = Wi (i =

2, 3, . . . , k)である．

最後に piと pj が同じ固有値 λに対する線形独立な固有ベクトル（例えばその固有空間の基底）
であり，∥pi∥ = 1と仮定する．

p′
j = pj − (pT

i pj)pi

とおくと，
pT
i p

′
j = pT

i pj − (pT
i pj)p

T
i pi = pT

i pj − pT
i pj = 0

が ∥pi∥2 = pT
i pi = 1のために成り立つ．さらに

Ap
′
j = A(pj − (pT

i pj)pi) = λpj − (pT
i pj)λpi = λp

′
j

となる．最後に p
′′
j =

p′
j√

(p′
j)

Tp′
j

より，piと p
′′
j はお互いに直交であり，ノルムが 1であり，同じ

固有値 λに相当する固有ベクトルとなる．

□

[問題 10-06]

(a) 問題 10-05 (c)で求めた２つの固有ベクトルは直交しているか検証せよ．

(b) A =

(
3 0

0 3

)
の固有値を求め，対応する固有ベクトルが直交するように定めよ．

10.4 行列の対角化

[問題 10-07] 2× 2の対角行列Q =

(
λ1 0

0 λ2

)
の固有値は λ1, λ2になるが，この行列が非

負定値であるための必要十分条件は λ1, λ2 ≥ 0であることを証明せよ．
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定理１０.４：Qを n次対称行列とする．このとき，

Qは非負定値行列 ⇔ すべての固有値が非負

Qは正定値行列 ⇔ すべての固有値が正

Qは非正定値行列 ⇔ すべての固有値が非正

Qは負定値行列 ⇔ すべての固有値が負

証明（略）：

以下では，対角化という手法を用いてこの定理を証明する．Qを n × nの対称行列とし，前の定
理を満たすように固有値 λ1, λ2, . . . , λn と対応する固有ベクトル p1,p2, . . . ,pn をとる．n × n行列
P = (p1 p2 · · · pn)と定める．

[問題 10-08] 前の定理を満たすように固有値 λ1, λ2, . . . , λn と対応する固有ベクトル
p1,p2, . . . ,pnをとる．n× n行列P = (p1 p2 · · · pn)と定める．このとき，P は直交行列
になる，すなわち，P TP = I を満たすことを示せ．また，PP T = I は成立するか．

このとき，行列Qと P TQP の固有値は同じになる．実際 λと pをQの固有値と固有ベクトルと
すると

Qp = λp, p ̸= 0.

となる．ここで，r = P Tpとおくと，P は直交行列であることから，

r ̸= 0, Pr = PP Tp = p

となる．したがって，
P TQPr = P TQp = λP Tp = λr, r ̸= 0

を得る．ゆえに，λと rは行列 P TQP の固有値と固有ベクトルになる．
また，逆に λと rは行列 P TQP の固有値と固有ベクトルとすると，

P TQPr = λr, r ̸= 0

となる．したがって，p = Prとおくと，

Qp = PP TQPr = λPr = λp, p ̸= 0

である．ゆえに，λはQの固有値で pは λに対応するQの固有ベクトルとなる．
ここで，P TQP を計算すると以下のようになる．

P TQP =


pT
1

pT
2
...

pT
n

Q (p1 p2 · · · pn) =


pT
1

pT
2
...

pT
n

 (Qp1 Qp2 · · · Qpn)

=


pT
1

pT
2
...

pT
n

 (λ1p1 λ2p2 · · · λnpn) =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

. . .
. . .

...

0 0 · · · λn
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２次形式 g(x) = xTQx，x ∈ Rnに対して変数変換 y = P Txを施す．P は直交行列であるから，
x = Pyとなる．ゆえに，

g(x) = xTQx = (Py)TQ(Py) = yTP TQPy

= (y1 y2 · · · yn)


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

. . .
. . .

...

0 0 · · · λn




y1

y2
...

yn


= λ1y

2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n.

ゆえに，まとめると以下のようになる．

g(x) = xTQx ≥ 0, ∀x ∈ Rn，すなわちQは非負定値
⇕

yTP TQPy ≥ 0, ∀y ∈ Rn

⇕
λi ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , n)．すなわち，Qのすべての固有値は非負

よって，以下のことも言える．

g(x) = xTQx > 0, Rn ∋ ∀x ̸= 0，すなわちQは正定値
⇕

yTP TQPy > 0, Rn ∋ ∀y ̸= 0

⇕
λi > 0 (i = 1, 2, . . . , n)．すなわち，Qのすべての固有値は正

非正定値，負定値の場合も同様になるので，固有値に関する定理が証明できたことになる．
注意：上記の４つの ⇕のうち，１番目と３番目のものは，P が（直交行列であるため）正則行列で

あるので成り立つ．

10.5 ２次形式の等高線

Qを n× n次元の対称行列，αを実数とする．２次形式

g(x) = xTQx (x ∈ Rn)

に対して，その等高線（面）
Cα := {x ∈ Rn | g(x) = α}

について考える．前節で行った座標変換 x = Pyをほどこすと，等高線は新しい座標で

Cα := {y ∈ Rn |
n∑

i=1

λiy
2
i = α}

と書ける．
以下では簡単のために，まず n = 2の場合について考える．

(a) λ2 > λ1 > 0, α = 1のとき：　図 25参照．
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(b) λ1 > 0 > λ2, α = 1のとき：　図 26参照．

(c) 0 > λ1 > λ2, α = 1のとき： Cα = ∅ となるが，α = −1ととると (a)のときと同じような等高線
となるが λ1, λ2 それぞれの絶対値の平方根の逆数をとった値が軸の長さに相当する．図 25参照．

図 25: ２次元における２次形式の等高線—２つの固有値が同じ符号を持つ場合．

図 26: ２次元における２次形式の等高線—２つの固有値が異なる符号を持つ場合．
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よって，n = 2の場合，２次形式の等高線は座標変換によって以下の可能性がある．

• 楕円

• 空集合

• 一点

• 双曲線

• ２つ交わる直線

• 1つの直線

• ２つの並行な直線

[問題 10-09] 2× 2対称行列の２つの固有値のうち１つが 0であるときには，等高線はどのよ
うになるか図示せよ．

[問題 10-10] 2× 2行列Q =

(
3 1

1 3

)
に対して，

(a) Qの固有値，固有ベクトルを求めよ．

(b) 等高線 C1 := {x ∈ R2 | xTQx = 1}を図示せよ．

[問題 10-11] n× n対称行列Qに対して，変数ベクトル x ∈ Rn に関する２次形式を g(x) =

xTQxで定義する．Qの n個の固有値 λ1, λ2, . . . , λnは互いに異なっていることを仮定する．

(a) 固有値 λ1, λ2, . . . , λnに対応する固有ベクトル p1,p2, . . . ,pnをRnの正規直交基底にと
れることを証明せよ．

(b) Qのすべての固有値 λ1, λ2, . . . , λnが非負であることは，Qが非負定値行列であるため
の必要十分条件であることを証明せよ．

n = 3の場合には等高線ではなくて，等高面になる．特に，すべての固有値が正の場合には等高面
は楕円体になる．

11 行列の３角化

定理１０.３は結局，Aが正方実対称行列であるとき，対角化可能であることを示している．ここ
では，もう少し弱い条件を正方行列に要求して３角化の可能性について解説する．

定義１１.１：n次実正方行列A ∈ Rn×nに対して，３角行列Bと正則行列P が存在して，
B = P−1AP が成り立つ時，Aは３角化可能であるという．
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定理１１.２：n次実正方行列A ∈ Rn×nが，重複も含め固有値 λ1, λ2, . . . , λn ∈ Cをもつ
とき，Aは適当な正則行列 P によって３角化可能である．

P−1AP =


λ1 ∗ ∗
0 λ2

. . . ∗
0 0 λn


証明（略）：
次元に対して帰納法をもちいる．n = 1の場合は明らかであるので，n− 1以下にて，定理の結果が

成り立つと仮定する．
λ1をAの一つの固有値とし，対応する固有ベクトルを x1 ̸= 0とする．x1とともに，Rnの基底と

なるベクトル x2,x3, . . . ,xnを選び，

P 1 = (x1 x2 · · · xn)

を定義する．この行列 P 1は正則で

AP 1 = P 1


λ1 ∗ ∗
0
... A1

0


の形で書きことができ，左から P−1

1 をかけることによって，

P−1
1 AP 1 =


λ1 ∗ ∗
0
... A1

0


となる．さらに，|P−1

1 AP 1 − λI| = |P−1
1 ||A− λI||P 1| = |A− λI|より，右辺の行列の固有値とA

の固有値は一致するので，A1の固有値は λ2, λ3, . . . , λnとなる．
帰納法の仮定をA1に用いると，A1は 3角化可能となり，正則行列 P 2が存在して

P−1
2 A1P 2 =

 λ2 ＊
. . .

O λn


となる．最後に

P = P 1


1 0 · · · 0

0
... P 2

0


は正則行列で

P−1AP =


1 0 · · · 0

0
... P 2

0


−1

P−1
1 AP 1


1 0 · · · 0

0
... P 2

0
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