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ナッシュ交渉解の定義式（復習）

交渉問題の二要素：

B : 実現可能集合

d = (d1, d2): 交渉の基準点

ナッシュ交渉解：以下の最大化問題の解

max
(u1,u2)∈B,u1≥d1,u2≥d2

(u1 − d1)(u2 − d2)
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例１（前回）
u2

u1

u∗ = (2.5, 2.5)
(1, 4)

B

d

ナッシュ交渉解におけるプレイヤー１とプレイヤー２の利得
が等しい．
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例２

u′

2

u′

1

(0, 1)
d′

(0, 6)

(2, 1)

B′
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例２（右）は例１（左）を変換したもの

u2

u1
d

(0, 5)

(5, 0)

B

(0, 0)

u′

2

u′

1

d′ = (0, 1)

(0, 6)

(2, 1)

B′

プレイヤー１の利得は 2
5
倍に縮小

プレイヤー２の利得は +1．
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例２：別解

例１のナッシュ交渉解に同じ変換を施す．

u∗
1 = 2.5 −→ 2

5
u∗
1 = 2

5
× 2.5 = 1

u∗
2 = 2.5 −→ u∗

2 + 1 = 2.5 + 1 = 3.5

定義式からでも同じ答えを導くことができる．
→ 正アフィン変換からの独立性
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ナッシュの定理

前回の最後に紹介した定理：

定理 1 (Nash).

以下の四つの公理を満たす交渉解は，ナッシュ交渉解ただ一
つである．

1. パレート最適性

2. 対称性

3. 正アフィン変換からの独立性

4. 無関係な結果からの独立性
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パレート最適性

定義 1 ((パレート最適)).

実現可能な利得の組 (u1, u2) がパレート最適であるとは

v1 ≥ u1

v2 ≥ u2

の二つの不等式を満たし，少なくとも一つの不等式が >で成
立する実現可能な組 (v1, v2) が存在しないことである．

公理１（パレート最適性）：すべての交渉問題 (B , d)に対し
て，交渉問題の解 (u∗

1 , u
∗
2)はパレート最適である．
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例
u2

u1

(0, 5)

(5, 0)

(1, 4)

(3, 1)

d = (0, 0)

(1, 4)はパレート最適，(3, 1)はパレート最適ではない．
赤線：パレート最適な組の領域
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対称性

定義 2 ((対称な交渉問題)).

交渉問題が対称であるとは以下の条件を満たすことである．

1. (u1, u2)が実現可能⇔ (u2, u1)も実現可能

2. d1 = d2

公理２（対称性）: 対称な交渉問題において，解 (u∗
1 , u

∗
2)は

u∗
1 = u∗

2 を満たす．
注意：対称ではない交渉問題には適用されない．
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例

u2

u1

(0, 5)

(5, 0)

45◦

d = (0, 0)

対称性⇒ 解は青い線上にある．
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例
u2

u1

(0, 5)

(5, 0)

(2.5, 2.5)

45◦

d = (0, 0)

この例ではパレート最適性と対称性のみで解が求まる．
残りの公理：交渉問題同士の関係に関する公理
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正アフィン変換からの独立性（１）

アフィン: αx + β

正アフィン：アフィンかつ α > 0

(u1, u2) ∈ B に対し，以下の変換を施す．

u′
1 = α1u1 + β1

u′
2 = α2u2 + β2

(u1, u2) ∈ B を変換した (u′
1, u

′
2)全体の集合を B ′ と表す．
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正アフィン変換からの独立性（２）

同じく交渉の基準点 (d1, d2)も以下のように変換する．

d ′
1 = α1d1 + β1

d ′
2 = α2d2 + β2

変換された問題を (B ′, d ′)とおく．

公理３（正アフィン変換からの独立性）：(B , d)の解を
(u∗

1 , u
∗
2)としたとき，変換された問題 (B ′, d ′)の解は

(α1u
∗
1 + β1, α2u

∗
2 + β2)で与えられる．
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正アフィン変換からの独立性（３）

u2

u1

(0, 5)

(5, 0)

(2.5, 2.5)

B

d = (0, 0)

u′

2

u′

1

d′ = (0, 1)

(0, 6)

(2, 1)

(1, 3.5)

B′

α1 = 2/5, β1 = 0, α2 = 1, β2 = 1.
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無関係な結果からの独立性（１）

u2

u1

(u∗

1
, u∗

2
)

B

d

(u∗
1 , u

∗
2)を (B , d)の交渉の解とする． 16 / 26



無関係な結果からの独立性（２）
u2

u1

(u∗

1
, u∗

2
)

T

d

B から一部の領域を切り取る．ただし，(u∗
1 , u

∗
2)と d は残す．

残った領域を T と置く．
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無関係な結果からの独立性（３）

ある交渉問題 (B , d)の解を (u∗
1 , u

∗
2)とする．

(u∗
1 , u

∗
2) ∈ T かつ d ∈ T をみたす B の部分集合 T をとる．

公理４（無関係な結果からの独立性）：上の条件をみたす T
を実現可能集合とする交渉問題 (T , d)の解は，(B , d)の解
(u∗

1 , u
∗
2)と一致する．
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無関係な結果からの独立性（４）
u2

u1

(2.5, 2.5)

T ′

d

無関係な結果からの独立性より，T ′ を実現可能集合とした交
渉問題の解も (u∗

1 , u
∗
2)となる．
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ナッシュの定理

定理 1 (Nash).

以下の四つの公理を満たす交渉解は，ナッシュ交渉解ただ一
つである．

1. パレート最適性

2. 対称性

3. 正アフィン変換からの独立性

4. 無関係な結果からの独立性

(公理を用いて求めた解)=(定義式を用いて求めた解)
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公理による特徴付け

複数の解の中，なぜナッシュ交渉解が望ましいか．

望ましい性質を満たしているだけでなく，４つの公理を
満たす別の交渉解が存在しないことも示している．

「無関係な結果からの独立性」を別の公理に置き換えて，
新たな交渉解を定義している研究もある．
(例：Kalai-Smorodinsky 交渉解)
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譲渡可能な効用（１）

以下の問題を考える．

u2

u1

d = (0, 0)

(0, 5)

(2, 0)

B
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譲渡可能な効用（２）

プレイヤー間の金銭の取引（サイド・ペイメント）が可
能な場合を考える→ 譲渡可能な効用 (Transferable
Utility (TU))

例では，(0, 5)で利得の和が最大になっている．

(0, 5)を実現し，合計 5の利得を分配する問題を考える．

「実現可能集合」を 5という一つの数字で表すことがで
きる．（次々回：特性関数形ゲームの定義と関連する．）
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譲渡可能な効用（３）

新しい実現可能集合 B̄ を考えることになる．

u2

u1

d = (0, 0)

(0, 5)

(2, 0) (5, 0)

B

B̄
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おまけ：非協力ゲーム理論を用いた分析

交渉を非協力ゲームとして定式化 → 均衡とナッシュ交渉解
と関連付けた．

ナッシュ (Nash)の需要ゲーム (Demand game)

ルービンシュタイン (Rubinstein)の交互提案ゲーム
(Alternating offers game)

一般的に協力ゲームの解概念をある非協力ゲームの均衡
（ナッシュ均衡，部分ゲーム完全均衡）を用いて説明すること
を目的とする研究→ ナッシュ・プログラム　 (Nash
Program)
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宿題第１回

課題:　宿題１のファイルを参照　

提出期限：4月 11日（木）授業開始時
表紙を使い（OCW-i からダウンロード），ホチキスで左上の 1
箇所でとめること．
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