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集合と位相第二　第3回 基と近傍系　補足

開集合系の基

教科書定義 2.14（の前半）(p. 77) (X,U)を位相空間とする．
V ⊂ U が開集合系の基 (base)または開基 (open base)

△⇐⇒ ∀U ∈ U ; ∃W ⊂ V s.t. U =
∪
W .

記法． Aを集合族とするとき，∪
A ≜ {x | ∃A ∈ A s.t. x ∈ A},

∩
A ≜ {x | ∀A ∈ A; x ∈ A}.

定義より
∪

∅ = ∅．A = ∅を全体集合Xの部分集合族とみなすとき，
∩

A =
∩
∅ = X.

（
∪

A =
∪

A∈A A,
∩

A =
∩

A∈AAと理解してよい．）

次の命題 2.2.2.Aは，教科書 定義 2.14後半 (p. 77)の主張である（証明は講義で
示した）．

命題 2.2.2.A (X,U)を位相空間，V ⊂ U とする．
Vが開集合系の基 ⇐⇒ ∀U ∈ U , ∀x ∈ U ; ∃V ∈ V s.t. x ∈ V ⊂ U .

次の命題 2.2.2.Bが示すように，開集合系の基によって開集合を特徴付けることが
できる．

命題 2.2.2.B Xを位相空間，Vを開集合系の基，U ⊂ Xとするとき，
U が開集合 ⇐⇒ ∀x ∈ U ; ∃Vx ∈ V s.t. x ∈ Vx ⊂ U .

証明．(⇒) 命題 2.2.2.Aより明らか．
(⇐) Vx は開集合だから，開集合系の公理 3)（教科書 定義 2.12, p. 74）より U =∪

x∈U Vxを示せば十分．まず，∀x ∈ U ; Vx ⊂ Uから
∪

x∈U Vx ⊂ Uである．一方，任意
のx0 ∈ Uについてx0 ∈ Vx0 ⊂

∪
x∈U Vxだから，U ⊂

∪
x∈U Vx．よって，U =

∪
x∈U Vx．

(Q.E.D.)

次の定理は，部分集合族が開集合系の基であるための必要十分条件を与える．

定理 2.2.2.A. Xを非空集合とし V ⊂ P(X)とする．
V が次の 2条件をともに満たすことは，V がある開集合系 U の基となるための必要
十分条件である．

1) X =
∪

V

2) ∀V1, V2 ∈ V , ∀x ∈ V1 ∩ V2, ∃V ∈ V s.t. x ∈ V ⊂ V1 ∩ V2.

なお，このとき U = {
∪

W | W ⊂ V}となっている．
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証明．（必要性）1)は全体集合Xが開集合であることと前記の開集合系の基の定義
（教科書定義 2.14の前半, p. 77）より明らか．2)も V1, V2 ∈ V のとき V1 ∩ V2 が
開集合であることと命題 2.2.2.Aより明らか．
（十分性）U ≜ {

∪
W | W ⊂ V}とおく．Uが位相の公理 1), 2), 3)（教科書定義 2.12,

pp. 73–74）を満たせば，U の定め方から Vが U の基であることは明らかである．
1) 明らかに ∅ =

∪
∅ ∈ U．定理の条件 1)よりX =

∪
V ∈ U .

2) W1,W2 ∈ U とすると，∃W1,W2 ⊂ V s.t. W1 =
∪

W1, W2 =
∪
W2. 任意に

x ∈ W1 ∩W2とすると，合併集合の定義より ∃V1 ∈ W1 s.t. x ∈ V1 ⊂ W1, ∃V2 ∈ W2

s.t. x ∈ V2 ⊂ W2．このとき x ∈ V1 ∩ V2だから，定理の条件 2)より ∃V ∈ V s.t.

x ∈ V ⊂ V1 ∩ V2 ⊂ W1 ∩W2．そこでW ≜ {V ∈ V | V ⊂ W1 ∩W2}とおけば，上の
議論から，命題 2.2.2.B (⇐)の証明とほぼ同様にしてW1 ∩W2 =

∪
W ∈ U となる．

3) {Wλ}λ∈Λ ⊂ Uとすると，各λ ∈ Λについて，あるWλ ⊂ Vが存在してWλ =
∪

Wλ

となる．W ≜
∪

λ∈Λ Wλ ⊂ V とおくと
∪

λ∈ΛWλ =
∪

λ∈Λ (
∪
Wλ) =

∪(∪
λ∈ΛWλ

)
=∪

W ∈ U となる．(Q.E.D.)

位相の生成と部分基
次の命題 2.2.1.Aから，部分基と教科書 系 2.1 (p. 76) の位相の生成の関係が解る．

命題 2.2.1.A X を非空集合とし，U をO ⊂ P(X)から生成される位相とするとき，
Oは U の部分基である．
証明．B ≜ {

∩
O0 | O0はOの有限部分族 }とおき，BがUの基であること，すなわち

U = {
∪
B′ | B′ ⊂ B}を示せばよい．

U の定義から明らかに O ⊂ U であって，U は位相の公理 2)（教科書 定義 2.12,

p. 73）を満たすから Bの定義より B ⊂ U，このことと U が位相の公理 3)（教科書
定義 2.12, p. 74）を満たすことより {

∪
B′ | B′ ⊂ B} ⊂ U である．あとは，{

∪
B′ |

B′ ⊂ B}が位相の 3公理 1), 2), 3) （教科書 定義 2.12, pp. 73–74）を満たすことを
示せば，U の最小性（最弱性）から等号が従う．
1) B1 ≜ ∅ ⊂ Bとおけば ∅ =

∪
∅ =

∪
B1 ∈ {

∪
B′ | B′ ⊂ B}．また，O0 ≜ ∅ ⊂ Oと

おけば，O0 は有限部分族だから，X =
∩

∅ =
∩
O0 ∈ Bなので，X =

∪
{X} ∈

{
∪

B′ | B′ ⊂ B}．
2) B1,B2 ⊂ Bに対して，B3 ≜ {B1∩B2 | B1 ∈ B1, B2 ∈ B2}とおけば，Bの定義から
B3 ⊂ Bである．よって，

∪
B1 ∩

∪
B2 =

∪
{B1 ∩ B2 | B1 ∈ B1, B2 ∈ B2} =

∪
B3 ∈

{
∪

B′ | B′ ⊂ B}.
3) Bλ ⊂ B (∀λ ∈ Λ)なる任意の族 {Bλ | λ ∈ Λ}に対して，B0 ≜

∪
λ∈Λ Bλとおけば

B0 ⊂ Bなので，
∪

λ∈Λ (
∪

Bλ) =
∪∪

λ∈Λ Bλ =
∪
B0 ∈ {

∪
B′ | B′ ⊂ B}. (Q.E.D.)

教科書系2.2（p. 76）Xを非空集合とし，{Uλ | λ ∈ Λ}をX上の位相からなる任意の
族とする（Λ = ∅も可）．このとき，位相 sup{Uλ | λ ∈ Λ}が存在し，それは任意の
Uλよりも強い位相の中で最弱のものである．さらに，この位相の開集合系 sup{Uλ}の
基として

{∩
λ∈Λ0

Uλ | Λ0はΛの有限部分集合, ∀λ ∈ Λ0; Uλ ∈ Uλ

}
がとれる．

証明．教科書 命題 2.3（pp. 75–76）より V ≜ inf{{Uλ}の上界 } =
∩
{W ∈ T (X) |

∀λ ∈ Λ; Uλ ⊂ W}が存在する．V の与え方から，V が {Uλ}の上界全体の最小元，
すなわち上限 sup{Uλ | λ ∈ Λ}であることは明らか．
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（後半は教科書 章末問題 2.3, p. 166（解答 p. 211）で扱うが，ここにも記す）．
sup{Uλ}は，任意のλ ∈ ΛについてUλより強い最小（最弱）の位相だから，

∪
λ∈Λ Uλ

より強い最小（最弱）の位相，すなわち，
∪

λ∈Λ Uλから生成される位相である．よって，{∩
λ∈Λ0

Uλ | Λ0はΛの有限部分集合, ∀λ ∈ Λ0; Uλ ∈ Uλ

}
が開集合系 sup{Uλ}の基に

なっていることは，各 Uλが位相であること（特に位相の公理 2)，教科書 定義 2.12,

p. 73）と命題 2.2.1.A（の証明）より明らか．(Q.E.D.)

基本近傍系

教科書 命題 2.5（pp. 80–81）の証明に必要な補題 2.2.2.Aをまず示す．

補題2.2.2.A Xが位相空間，U(x)がx ∈ Xの基本近傍系のとき，xの近傍系N (x)は
次式で与えられる：
N (x) = {U ⊂ X | ∃V ∈ U(x) s.t. V ⊂ U}.

証明．(⊂). 基本近傍系の定義（教科書 定義 2.18, p. 80）より明らか．
(⊃). U(x) ⊂ N (x)と近傍系の性質（教科書 命題 2.4 性質 2), p. 78）より明らか．
(Q.E.D.)

教科書 命題 2.5 (pp. 80–81) Xを位相空間とし，U(x)を点 x ∈ Xの基本近傍系と
する．このとき，つぎの条件が満たされる．

1) U(x) ̸= ∅．∀U ∈ U(x); x ∈ U .

2) U, V ∈ U(x) ⇒ ∃W ∈ U(x) s.t. W ⊂ U ∩ V .

3) ∀U ∈ U(x); ∃W ∈ U(x) s.t. “∀y ∈ W ; ∃Uy ∈ U(y) s.t. Uy ⊂ U .”

逆に，各点 x ∈ Xにおいて上記の 3条件を満たす U(x)が与えられれば，U(x)が
基本近傍系になるような位相がX上に一意に存在する．

証明．（前半）．1) X は xの近傍だから X ∈ N (x)である．基本近傍系の定義
（教科書定義2.18, p. 80）から，このXに対して，あるU ∈ U(x)が存在してU ⊂ Xと
なるので，U(x) ̸= ∅である．第 2の主張も基本近傍系の定義から明らか．
2) U, V ∈ U(x)とすると，U, V ∈ N (x)より教科書命題 2.4性質 3) (p. 78)からU∩V
∈ N (x)である．U(x)は基本近傍系であるから，その定義よりW ⊂ U ∩ V なる
W ∈ U(x)が存在する．
3) 任意にU ∈ U(x)を固定する．U ∈ N (x)より教科書 命題 2.4 性質 4) (p. 78)から，
∃V ∈ N (x) s.t. ∀y ∈ V ; U ∈ N (y). このとき，U(x)は基本近傍系であるから，
W ⊂ V なるW ∈ U(x)が存在する．任意に y ∈ W を固定する．y ∈ V だから
U ∈ N (y)である．U(y)は基本近傍系だから，Uy ⊂ U なる Uy ∈ U(y)が存在する．
（後半）．N (x) ≜ {U ⊂ X | ∃V ∈ U(x) s.t. V ⊂ U}とおく．∅ ̸= U(x) ⊂ N (x)より
N (x) ̸= ∅である．上記の補題2.2.2.Aより，U(x)を基本近傍系とする近傍系があると
すれば，それはN (x)しかない．
あとは，N (x) が教科書 命題 2.4 (p. 78) の 4 性質 1)–4) を持つことを示せば
教科書 定理 2.8 (p. 79)より結論が従う．
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1)任意のU ∈ N (x)について，N (x)の定義よりあるV ∈ U(x)が存在してV ⊂ Uで
あって，教科書 命題 2.5条件 1)より x ∈ V なので，x ∈ U である．
2) N (x)の定義から明らか．
3) U1, U2 ∈ N (x)とすると，N (x)の定義から，V1 ⊂ U1かつ V2 ⊂ U2なる V1, V2 ∈
U(x)が存在する．教科書 命題 2.5条件 2)よりW ⊂ V1 ∩ V2なるW ∈ U(x)が存在
し，このときW ⊂ U1 ∩ U2となっているので，U1 ∩ U2 ∈ N (x)である．
4)任意にU ∈ N (x)を固定する．N (x)の定義からV ⊂ UなるV ∈ U(x)が存在する．
このとき，教科書 命題 2.5条件 3)より，∃W ∈ U(x) s.t. ∀y ∈ W ; ∃Uy ∈ U(y)
s.t. Uy ⊂ V である．U(x) ⊂ N (x)よりW ∈ N (x)であり，各 y ∈ W について，
U(y) ∋ Uy ⊂ V ⊂ U なので，N (y)の定義から U ∈ N (y)である．

次の命題 2.2.2.Cが示すように，基本近傍系を使って開集合を特徴づけることが
できる．

命題 2.2.2.C Xを位相空間，U(x)を x ∈ Xの基本近傍系，U ⊂ Xとする．
U が開集合 ⇐⇒ ∀x ∈ U ; ∃V ∈ U(x) s.t. V ⊂ U .

証明．(⇒) U が開集合で x ∈ U のときU は xの近傍であるから，基本近傍系の定義
（教科書 定義 2.18, p. 80）より明らか．
(⇐) 任意に x ∈ U とする．仮定より，x ∈ V ⊂ U なる V ∈ U(x)が存在する．
V ∈ U(x) ⊂ N (x)でV ⊂ Uだから近傍系の性質（教科書命題2.4性質2), p. 78）より
U ∈ N (x)である．教科書 定理 2.8の証明の (2.4)の箇所 (p. 79) から U は開集合で
ある．(Q.E.D.)

命題 2.2.2.D U , V : 集合X 上の開集合系，U(x): x ∈ X の U に関する基本近傍系，
V(x): x ∈ X の V に関する基本近傍系とするとき ∀x ∈ X, ∀U ∈ U(x), ∃V ∈ V(x)
s.t. V ⊂ U であれば，U ⊂ V .
証明．U ∈ Uとし，x ∈ Uとすると，∃Ux ∈ U(x) s.t. Ux ⊂ U．仮定から，∃Vx ∈ V(x)
s.t. Vx ⊂ Ux ⊂ U . よって，命題 2.2.2.Cより U ∈ V . (Q.E.D.)

稠密と疎

教科書 例2.8 (p. 83) (1) AをRnの有理点（座標がすべて有理数である点）の全体と
する．すなわちA = Qn．このとき，Ā = Rn すなわちAはRnの稠密な部分集合と
なる．またA◦ = ∅でありAは孤立点をもたない．
(2) A =

{
1
n

∣∣ n ∈ N
}
⊂ Rとする．このとき，Ā = A∪{0}となる．0はAの集積点で

あり，任意の nに対し 1
n
はすべてAの孤立点である．またA◦ = ∅である．

証明．(1) Aの稠密性は，任意の x ∈ Rnと任意の ε > 0についてU(x, ε) ∩A ̸= ∅で
あることから明らか．Aは明らかにどんな開球も含まないので，A◦ = ∅．任意の
x ∈ Aと任意の ε > 0について U(x, ε) ∩ (A \ {x}) ̸= ∅であるから，Aは孤立点を
持たない．
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(2) 任意の ε > 0について，U(0, ε) ∩ (A \ {0}) = U(0, ε) ∩ A ̸= ∅なので，0はAの
集積点である（したがって 0 ∈ Ā）．(A∪{0})c = (−∞, 0)∪

∪∞
n=1

(
1

n+1
, 1
n

)
∪(1,∞)は

開集合なので，A ∪ {0}は閉集合．Aの閉包は，Aを含む最小の閉集合だったから，
Ā = A∪{0}．U

(
1
n
, 1
n
− 1

n+1

)
∩A =

{
1
n

}
だから，1

n
は孤立点．任意のn ∈ Nと任意の

ε > 0についてU
(
1
n
, ε
)
̸⊂ Aなので，Aは内点を持たない．よってA◦ = ∅．(Q.E.D.)

補足． 上記の例 2.8 (2)において，(Ā)◦ = ∅，すなわちAはRで疎．
証明．上の証明に加えて，任意の ε > 0について U(0, ε) ̸⊂ Āなので，Āも内点を
持たない．よって (Ā)◦ = ∅．(Q.E.D.)
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