
オペレーションズ・リサーチ基礎
ナップサック問題に対する

動的計画法

塩浦昭義

東京工業大学 経営工学系 准教授

shioura.a.aa@m.titech.ac.jp
http://www.me.titech.ac.jp/~shioura/shioura/teaching/TUmp17/index.html



0-1ナップサック問題とその部分問題

最大化： ௜ ௜
௡
௜ୀଵ

条件： ௜ ௜
௡
௜ୀଵ

ଵ ଶ ௡

0-1ナップサック問題

部分問題： 品物を制限し，ナップサックの容量 b の値を
b’(≦b) に変更して得られる問題

例えば，下記のような問題

最大化： ଵ ଵ ହ ହ ଻ ଻ ଼ ଼
条件： ଵ ଵ ହ ହ ଻ ଻ ଼ ଼

ଵ ହ ଻ ଼



0‐1ナップサック問題の最適解の性質：
具体例

1 2 3 4 5 6 7 8

௜ 350 400 450 20 70 8 5 5

௜ 25 35 45 5 25 3 2 2

3

Martello, Toth: 
Knapsack Problems, 
Wiley (1990) より

b=104

௜
∗ 1 0 1 1 1 0 1 1

目的関数値＝900最適解

品物を{1,2,3,4,5}に制限， b = 25+45+5+25=80 に
設定した部分問題の最適解

௜
∗ 1 0 1 1 1

元の問題の最適解を{1,2,3,4,5}に制限したものと一致
これは偶然ではない！



0‐1ナップサック問題の最適解の性質
4

命題 ଵ
∗

ଶ
∗

௡
∗ :  ナップサック問題の最適解

௡
∗ 

ଵ
∗

ଶ
∗

௡ିଵ
∗ は品物{1,2,...,n‐1}, 

ナップサックの容量 ௡ の場合の部分問題の最適解

௡
∗ 

ଵ
∗

ଶ
∗

௡ିଵ
∗ は品物{1,2,...,n‐1}, 

ナップサックの容量 の場合の部分問題の最適解

（証明）

ଵ
∗

ଶ
∗

௡ିଵ
∗ の方が ଵ

∗
ଶ
∗

௡ିଵ
∗ より

大きな目的関数値をもつと仮定.
 ଵ

∗
ଶ
∗

௡ିଵ
∗

௡
∗ は元の問題の実行可能解，

かつ ଵ
∗

ଶ
∗

௡ିଵ
∗

௡
∗ より大きな目的関数値をもつ（矛盾）

元の問題の最適解の「部分」解は，部分問題の最適解



動的計画法の考え方

前スライドの命題より，以下のアプローチが適用可能

• 品物 {1,2,...,n‐1,n}, 容量=b のときのナップサック問題を解きたい

品物 {1,2,...,n‐1} のときの部分問題を解けば良い．

(i) 品物 {1,2,...,n‐1}, 容量=0,1,...,b のときの部分問題を解く

(ii) 「容量 b‐an のときの部分問題の最適値 + cn」（ただしb‐an ≧0のとき）

と 「容量 bのときの部分問題の最適値」を比較，

大きい方が元問題の最適値
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動的計画法の考え方：具体例

品物④を必ず選ぶ場合の最適解

品物{1,2,3}，容量=10‐7=3 のときの最適解 (0,1,0)，最適値=9
品物④を必ず選ばない場合の最適解

品物{1,2,3}，容量=10 のときの最適解 (0,1,1)，最適値=20
9+17 = 26 > 20   
∴元の問題の最適解は，品物④を必ず選ぶ場合 (0,1,0,1) 
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品物 ① ② ③ ④

価値 ２５ ９ １１ 17

重さ ８ ３ ４ ７

ナップサックの容量＝１０



動的計画法の考え方：具体例

品物④を選ぶと，容量オーバー④は選ぶことが不可能

∴元の問題の最適解は，品物④を必ばない選ぶ場合

品物④を必ず選ばない場合の最適解

品物{1,2,3}，容量=6のときの最適解 (0,0,1)，最適値=11
元の問題の最適解 (0,0,1,0)
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品物 ① ② ③ ④

価値 ２５ ９ １１ 17

重さ ８ ３ ４ ７

ナップサックの容量＝6



動的計画法の考え方（つづき）

品物 {1,2,...,n‐1}, 容量=0,1,...,b のときの部分問題を解く

そのために，

品物 {1,2,...,n‐2}, 容量=0,1,...,b のときの部分問題を解く

そのために，

品物 {1,2,...,n‐3}, 容量=0,1,...,b のときの部分問題を解く

：

：

そのために，

品物 {1,2}, 容量=0,1,...,b のときの部分問題を解く

そのために，

品物 {1}, 容量=0,1,...,b のときの部分問題を解く
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動的計画法の考え方（つづき）

つまり，

• 品物 {1}, 容量=0,1,...,b のときの部分問題を最初に解く

• 次に，品物 {1,2}, 容量=0,1,...,b のときの部分問題を，

これまでの結果を使って解く

• 次に，品物 {1,2,3}, 容量=0,1,...,b のときの部分問題を，

これまでの結果を使って解く

：

：

最後に，品物 {1,2,...,n}, 容量=0,1,...,b のときの部分問題を，

これまでの結果を使って解く
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動的計画法に基づく解法

• f(m,k)= 品物 {1,2,...,m}  (m≦n), 
容量 k (k≦b) のときの部分問題の最適値 と定義

• f(1,0), f(1,1),...,f(1,b)から順番にf(n,0), f(n,1),...,f(n,b) まで計算する

• f(1,0), f(1,1),...,f(1,b) の計算は簡単

ଵ

ଵ ଵ ଵ

• f(m,0), f(m,1),...,f(m,b) の計算：

命題に基づき， f(m‐1,0), f(m‐1,1),...,f(m‐1,b) の結果を使って計算

௠ ௠ ௠ のとき

௠ のとき

• 元の問題の最適値＝f(n,b)

10



動的計画法に基づく解法：実行例
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品物 ① ② ③ ④

価値 ２５ ９ １１ 17

重さ ８ ３ ４ ７

ナップサックの容量＝１０

• 最初に， f(1,0), f(1,1),...,f(1,10) を計算
f(1,0)=f(1,1)=...=f(1,7)=0, f(1,8)=f(1,9)=f(1,10)=25

• 次に， f(2,0), f(2,1),...,f(2,10) を計算
例えば，f(2,2) = f(1,2)=0

f(2,5) = max{f(1,2)+9, f(1,5)} = max{9,0} = 9
f(2,10) = max{f(1,7)+9, f(1,10)} = max{9,25} = 25

• 次に， f(3,0), f(3,1),...,f(3,10) を計算
:



動的計画法に基づく解法：実行例
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品物 ① ② ③ ④

価値 ２５ ９ １１ 17

重さ ８ ３ ４ ７

ナップサックの容量＝１０

計算は表を使うと便利（手計算の場合）

f(m,k) k=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

m=1 0 0 0 0 0 0 0 0 25 25 25

2 0 0 0 9 9 9 9 9 25 25 25

3 0 0 0 9 11 11 11 20 25 25 25

4 0 0 0 9 11 11 11 20 25 25 26



0‐1ナップサック問題に対する
動的計画法の計算時間

• f(m,k) (m=1,2,...,n, k=0,1,...,b) の値をすべて計算すればよい

• f(m,k) ひとつを計算する手間は，

これまでに計算した値を高々２つ参照し，最大値をとる手間

∴動的計画法の計算時間は， n × b に比例する

b が小さい計算時間は少ない

b が大きい計算時間は大きい

※一般のナップサック問題では，b の値は大きい
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整数ナップサック問題とその部分問題

最大化： ௜ ௜
௡
௜ୀଵ

条件： ௜ ௜
௡
௜ୀଵ
ଵ ଶ ௡ は非負整数

整数ナップサック問題

部分問題： 品物を制限し，ナップサックの容量 b の値を
b’(≦b) に変更して得られる問題

例えば，下記のような問題

最大化： ଵ ଵ ହ ହ ଻ ଻ ଼ ଼
条件： ଵ ଵ ହ ହ ଻ ଻ ଼ ଼

ଵ ହ ଻ ଼ は非負整数



整数ナップサック問題の解き方
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品物 ① ② ③ ④

価値 ２５ ９ １１ 17

重さ ８ ３ ４ ７

ナップサックの容量＝１０

整数ナップサック問題は0‐1ナップサック問題に帰着可能
• 上記の例の場合，

①は高々１個，②は３個，③は２個，④は１個，
それぞれ選ぶことが可能
∴品物が｛①，②，②，②，③，③，④｝の場合の

0‐1ナップサック問題を解けばよい

このアプローチの問題点
• 品物の数が増大計算時間が増大



整数ナップサック問題の最適解の性質
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命題 ଵ
∗

ଶ
∗

௡
∗ :  ナップサック問題の最適解

௡
∗ 

ଵ
∗

ଶ
∗

௡ିଵ
∗

௡
∗ は品物{1,2,...,n‐1,n}, 

ナップサックの容量 ௡ の場合の部分問題の最適解

௡
∗ 

ଵ
∗

ଶ
∗

௡ିଵ
∗ は品物{1,2,...,n‐1}, 

ナップサックの容量 の場合の部分問題の最適解

（証明） 0-1ナップサック問題のときと同様なので省略．

元の問題の最適解の「部分」解は，部分問題の最適解



整数ナップサック問題に対する
動的計画法の考え方

前スライドの命題より，0‐1ナップサック問題のときと

同様のアプローチが適用可能

• 品物 {1,2,...,n‐1,n}, 容量=b のときのナップサック問題を解きたい

高々２つの部分問題を解けば良い．
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動的計画法の考え方：具体例

品物③を必ず１個以上選ぶ場合の最適解

品物{1,2,3}，容量=10‐4=6 のときの最適解 (0,0,1)，最適値=11
品物③を全く選ばない場合の最適解

品物{1,2,3}，容量=10 のときの最適解 (0,3,0)，最適値=27
11+11 = 22 < 27   
∴元の問題の最適解は，品物③を全く選ばない場合

 (0,3,0) 
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品物 ① ② ③

価値 ２５ ９ １１

重さ ８ ３ ４

ナップサックの容量＝１０



整数ナップサック問題の
動的計画法に基づく解法

• f(m,k)= 品物 {1,2,...,m}  (m≦n), 
容量 k (k≦b) のときの部分問題の最適値 と定義

• f(1,0), f(1,1),...,f(1,b)から順番にf(n,0), f(n,1),...,f(n,b) まで計算する

• f(1,0), f(1,1),...,f(1,b) の計算は簡単

ଵ
ଵ

• f(m,0), f(m,1),...,f(m,b) の計算：

命題に基づき， f(m‐1,0), f(m‐1,1),...,f(m‐1,b) の結果を使って計算

௠ ௠ ௠ のとき

௠ のとき

• 元の問題の最適値＝f(n,b)
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整数ナップサック問題の
動的計画法に基づく解法：実行例
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品物 ① ② ③ ④

価値 ２５ ９ １１ 17

重さ ８ ３ ４ ７

ナップサックの容量＝１０

計算は表を使うと便利（手計算の場合）

f(m,k) k=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

m=1 0 0 0 0 0 0 0 0 25 25 25

2 0 0 0 9 9 9 18 18 25 25 25

3 0 0 0 9 11 11 18 20 25 27 29

4 0 0 0 9 11 11 18 20 25 27 29



演習問題

• 以下の問題を動的計画法の考え方を使って解きなさい
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最小化： ଵ ଶ ଷ ସ
条件： ଵ ଶ ଷ ସ

ଵ ଶ ଷ ସ

ヒント：以下の問題の最適値を f(4,k) とおく．

ただし，実行可能解が存在しない場合は f(4,k)=+∞ とする．

最小化： ଵ ଶ ଷ ସ
条件： ଵ ଶ ଷ ସ

ଵ ଶ ଷ ସ


