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凸集合･凸関数のありがたみ

• 集合 の上で関数 を最小化・最大化する

‐‐‐ S, f がどのようなときに問題が解きやすい？

2

集合Sの上で
x+y の最大化

関数の最小化

集合S
集合S

このような

集合･関数
は様々な
分野で
しばしば
現れる



凸集合

• 定義：集合 は凸集合
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このような形のベクトルを
と の凸結合とよぶ

凸集合ではない 凸集合である

※ 空集合 や空間全体 も凸集合



凸集合の性質

定理11.1:  凸集合の族 の共通部分 ∈ は凸集合

（証明は定義より（ほぼ）明らか）

※集合 は非可算無限集合でもよい

定理11.1の系:  任意の集合 に対し，

を含む（包含関係に関して）最小の凸集合 ∗ が存在する．

［「最小」の意味］ ∗ は を含む凸集合であり，

を含む任意の凸集合は ∗ を必ず含む

（証明） を含むすべての凸集合 に対し，
∗

∈ とおく上記の条件を満たす■
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集合の凸包

定義：集合 の凸包 ＝ を含む最小の凸集合

※凸包は閉集合とは限らない
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凸集合の凸包
＝もとの集合そのもの

2次元ベクトル集合の
凸包は凸多角形



ベクトルの凸結合

• 凸集合の定義で現れるベクトル：

2個のベクトルの凸結合 ，ただし

• 一般に，m 個のベクトル の凸結合:
以下の形で表現されるベクトル

ただし

6

𝟏

𝟐

𝟑



集合と凸結合

命題（例題11.3）： 凸集合 上のm 個の

ベクトル の凸結合で表される点 は S に含まれる

（証明の概略）m に関する帰納法．

m = 1 のときは自明，m = 2 のときは凸集合の定義より成立．

m > 2 のとき：次の式より，帰納法の仮定を使える．
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※ （凸とは限らない）集合 上の
m > n+1 個のベクトルの凸結合で表される任意の点 は，
高々 n+1個のベクトルの凸結合で表すことが可能

（カラテオドリの定理）



凸包に関する演習問題

解答の手順：

(1) 集合 S の凸包と思われる集合 S* を推測

(2) 「Sの凸包⊆S*」を示したい

 「S⊆S* および S* が凸集合」を示せばよい

後半 「S* の任意の2点の凸結合∈ S*」 を示せばよい

(3) 「Sの凸包⊇S*」を示したい

 「S を含む任意の凸集合⊇ S*」 を示せばよい

 S* の任意の点が，S の点の凸結合として表現できることを

示せばよい
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1 x 軸上の全ての点集合
と (0,1) の凸包は？

点集合 {(x, 1/x)| x >0}と
(0,0) の凸包は？



点集合の凸包と凸多面体

命題： S = 実ベクトル の集合

このとき， Sの凸包＝ の凸結合全体 S*
（証明の概略）前ページスライドの方針通りに証明すればよい．

• S* の定義より，S⊆S* は自明

• S* が凸集合であることを示す 凸結合と凸結合の凸結合が

凸結合で表現できることを示せばよい

• S* の任意の点が，S の点の凸結合として表現できることは自明
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凸多面体とよぶ


