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最短路の計算
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• ベルマン・フォードのアルゴリズム(R. Bellman(1958), L. Ford, Jr.(1956))
• 各反復で，次の値を計算

枝数が k 以下の s から v への路の中で，最短なものの長さ

このような路は，２つのパターンあり

(1) 枝数が k‐1 以下

(2) s からある頂点 u への路（ただし枝数≦k‐1）＋枝(u,v) 


次の再帰式が成立

最短路長の求め方
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s
vu



再帰式

は k=n の場合でも成り立つ(n=|V|)
負閉路が存在しない場合

各頂点 v への最短路が存在する

枝数≦|V|‐1 の最短路が存在（命題より）

全ての v に対して が成立

負閉路 C が存在する場合

ある vに対して が成立

（証明）すべての v に対して等号成立と仮定．

再帰式の定義より

 はポテンシャル

負閉路が存在しない（前のスライドの命題より） （矛盾）

負閉路の存在のチェック
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これを使って
負閉路を検出



ベルマン・フォードのアルゴリズム

手順０： とおく． k=1とする．

• s から枝数０でたどり着けるのは s のみなので

手順１：各頂点 v に対し，以下の式で を計算

手順２： k < |V| ならば k:=k+1とおいて手順１へ戻る．

k=|V| ならば手順３へ．

手順３：ある v に対して が成立「負閉路存在」

全ての v に対して が成立

最短路長 を出力
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最短路長だけでなく，最短路を計算することも
（若干の修正により）可能である



実行例
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二部グラフのマッチング
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二部グラフのマッチング問題

• （グラフ理論における）マッチング問題：

「ひと」や「もの」の間の最適なペアの集合を求める問題

• 例：入札者への財の割り当て
• 5人の入札者 B={a, b, c, d, e}   5つの財 N={1, 2, 3, 4, 5}
• 各々の入札者は欲しい財と欲しくない財がある

グラフで表現可能
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a b c d e

1 432 5

頂点の2つのグループ
B と N の間にのみ，枝が存在
二部グラフと呼ばれる

※2部グラフにおいて，B と N の
頂点数は同じでなくても良い



二部グラフの最大マッチング問題

• できるだけ多くの入札者に財を割り当てたい

• 各入札者には，高々１つの財が割り当て可能
• 各財は，高々一人の入札者に割り当て可能
財の割当を枝集合で表現可能
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a b c d e

1 432 5
• （グラフの）マッチング：

グラフの枝集合であって，各頂点に接続する枝の数（次数）が１以下

• 最大（サイズ）マッチング問題：

与えられたグラフのマッチングの中で，枝数最大のものを求める

最大
マッチング

a b c d e

1 432 5



応用：均衡価格の判定（その１）
• 複数不可分財のオークションにおいて，

与えられた財の価格が均衡価格か否かを判定したい
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定義：財の価格 は 均衡価格
 以下の条件を満たす財の配分 が存在

ただし

①入札者 iに財 j が割り当てられる（ ）


②入札者 iに財の割り当てがない（ ） 
③財 j が誰にも割当られない

• 条件②，③は対偶をとるとわかりやすい

②’入札者 iに財の割り当てがある（ ）
③’ 財 j は誰かに割り当てられる



応用：均衡価格の判定（その２）
マッチングを用いて，均衡価格の定義の書き換えが可能
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（書き換え後の）定義：財の価格 は 均衡価格
 枝集合 E の二部グラフにおいて，

頂点集合 B’∪N’ をカバーするマッチングが存在

①入札者 iに財 j が割り当てられる（ ）


②’入札者 iに財の割り当てがある（ ）
③’ 財 j は誰かに割り当てられる

マッチングの枝は
Ｅに含まれる

マッチングは
B’をカバーするマッチングは

N’をカバーする



具体例 その１
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価格p(j)
0   
3   
2

v(i,j) A B C
① 3 1 1

② 6 5 3

③ 2 4 4

最大利得 q(i)     3      2    2

1 2 3

A B C

B’={A,B,C}, N’={2,3}
E={(A,1), (A,2), (B,2), (B,3),

(C,3)}

枝集合 E の二部グラフにおいて，
頂点集合 B’∪N’ をカバーする
マッチングが存在する
∴この価格は均衡価格である

（このマッチングは均衡配分）



具体例 その２
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価格p(j)
2
5   
3

v(i,j) A B C
① 3 1 1

② 6 5 3

③ 2 4 4

最大利得 q(i)     1 1 1

1 2 3

A B C

B’={A,B,C}, N’={1, 2,3}
E={(A,1), (A,2), (B,3), (C,3)}

枝集合 E の二部グラフにおいて，
頂点集合 B’∪N’ をカバーする
マッチングが存在しない
∴この価格は均衡価格ではない



応用：均衡価格の判定（その３）
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命題： B’, N’ を同時にカバーするマッチングが存在

 B’ をカバーするマッチングが存在

＆ N’ をカバーするマッチングが存在（証明は後日）

• B’ をカバーするマッチングの存在判定は

最大マッチング問題に帰着可能

(1) 二部グラフ(B, N; E) から，B‐B’ に含まれる頂点

およびそれらに接続する枝を削除

(2) 得られたグラフの最大マッチングM を求める

(3) |M| = |B’| ならば B’ はカバー可能．

|M| < |B’| ならばB’ はカバー不可能．



応用：均衡配分の計算

均衡価格 が既知のとき，
均衡配分 を求めたい
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配分 は均衡配分
 対応するマッチングは
頂点集合 B∪N，枝集合 E の二部グラフにおいて，

頂点集合 B’∪N’ をカバーするマッチング

均衡配分の条件：指定頂点をカバーするマッチング



演習問題
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問１：下記のグラフにおける，s から各頂点への最短路長を，ベルマン・フォードの

アルゴリズムで計算せよ．
k=0 1 2 3 4 5

s 0
a +∞

b +∞

c +∞

d +∞
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演習問題
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v(i,j) A B C
① 3 1 0

② 7 6 7

③ 1 7 8

④ 0 0 4

問2：下記のように評価値および均衡配分（赤丸）が与えられたときの均衡価格を，
以下の手順で求めよ．
（１） 均衡の条件を不等式で書け．
（２）得られた条件に対応するグラフを書け．
（３）得られたグラフにおける最短路問題を解いて，不等式条件を満たす解

（均衡価格）を計算せよ（アルゴリズムを使わず，直接計算して良い）
※ 得られた解が均衡価格の条件を満たしていることを確認せよ．

（i）

v(i,j) A B C
① 3 1 0

② 7 6 7

③ 1 7 8

v(i,j) A B C
① 2 3 6

② 6 7 7

（ii）

（iii）


