
2018 年度 数理経済学 中間試験問題 [50 点満点] 

2018 年 7 月 6 日(金)15 時 05 分～16 時 30 分 (85 分) 

 

 

 

※問題は問１から問 3まである．  それぞれ，解答用紙の表裏を使って解答を書くこと． 

※A4 用紙を持ち込んでいる場合には，名前と学籍番号を書いて必ず提出すること． 

 

※証明問題について： 証明は文章及び数式を用いて，明確に理解できるように書くこと． 

                     図を補助的に用いても良いが，図に大きく依存した場合は減点する． 

  



問１ 

（１）：下記の差分不等式系の解の有無を判定するために，最短路問題に帰着して計算したい． 

𝑥 𝑥 1,  𝑥 𝑥 3,  𝑥 𝑥 1,  𝑥 𝑥 2,   

𝑥 𝑥 3,  𝑥 𝑥 4,  𝑥 𝑥 4 

この不等式系に対応する有向グラフを書け．各枝にはその長さも書くこと． 

（解の有無を判定する必要はない） 

 

（２）：有向グラフ 𝑉, 𝐸  および各枝 𝑢, 𝑣  の長さ ℓ 𝑢, 𝑣  が与えられているとする．このグラフには 

       ポテンシャル 𝑝 𝑣  𝑣 ∈ 𝑉  が存在すると仮定する． 

（２－１）𝑝 𝑣  𝑣 ∈ 𝑉  がポテンシャルであることの定義を書け． 

（２－２）この有向グラフに頂点 𝑠 から頂点 𝑡 への路が存在するとする．このとき，頂点 𝑠 から頂点  

𝑡 への任意の路の長さが 𝑝 𝑡 𝑝 𝑠  以上になることを証明せよ． 

 

（３）： 有向グラフ𝐺 𝑉, 𝐸  および各枝 𝑢, 𝑣  の長さ ℓ 𝑢, 𝑣  が与えられており，𝑠 ∈ 𝑉 とする． 

各頂点 𝑣 および非負整数 𝑘 に対して， 

𝑑 𝑣 頂点 𝑠 から頂点 𝑣 への枝数が 𝑘 以下の路の中で，最短なものの長さ， 

ただし，そのような路が存在しない場合は 𝑑 𝑣 ∞ 

と定義する．このとき，𝑘 1 に対して以下の関係が成り立つことを証明せよ． 

𝑑 𝑣 𝑑 𝑣 ,  またはある枝 𝑢, 𝑣  が存在して 𝑑 𝑣 𝑑 𝑢 ℓ 𝑢, 𝑣 . 

 

（４）： 右の図で表された有向グラフに対して，頂点 𝑠 から 

各頂点 𝑣 への最短路が存在するか否かを判定したい． 

このグラフに対して，ベルマン・フォードのアルゴ 

リズムを実行せよ．また，その計算結果をふまえて， 

この有向グラフに頂点 𝒔 からすべての頂点 𝒗 への 

最短路が存在するか否かを判定せよ． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



問２ 

（１）：グラフにおけるマッチングの定義と頂点被覆の定義を書け． 

 

（２）：右の二部グラフについて考える．以下の問いに答えよ． 

（２－１）このグラフの最大マッチングを，増加路を用いたアル  

ゴリズムにより求めよ．ただし，マッチング 𝑨, 𝑿 , 𝑪, 𝒀  

を初期解とすること．また，各反復で利用した増加路と 

各反復のマッチングを分かるように書くこと．  

（２－２）このグラフの最小頂点被覆を求めよ．結果のみ書けば良い． 

 

（３）：あるグラフにおけるマッチングを𝑀 𝑢 , 𝑣 |𝑖 1,2, … , 𝑘 , 頂点被覆を𝑆 𝑟 , 𝑟, , … , 𝑟 とする． 

マッチングと頂点被覆の定義をふまえて，以下を証明せよ． 

（３－１）マッチングの各枝 𝑢 , 𝑣 に対し，頂点被覆𝑆の中のある頂点 𝑟  が存在して， 

𝑢 𝑟  または 𝑣 𝑟  が成り立つことを証明せよ． 

（３－２）マッチング𝑀のある枝 𝑢 , 𝑣  が頂点被覆𝑆の中のある頂点 𝑟  に接続しているとき， 

𝑢 , 𝑣  以外のすべてのマッチング𝑀の枝は頂点 𝑟  に接続しないことを証明せよ． 

 

（４）：次のような二部グラフを考える．頂点集合は 𝑎, 𝑏, 𝑐 と 𝑥, 𝑦, 𝑧 に分かれ  

ており，𝑎, 𝑏, 𝑐の各頂点から𝑥, 𝑦, 𝑧の各頂点への枝が存在する．各枝の 

重みは右の表の通りである． 

（４－１）このグラフの最大重み k マッチングを，k=1,2,3 の場合について 

求めよ．結果のみ書けばよい． 

（４－２）マッチング 𝑎, 𝑦 に関する重み最大の増加路を求めよ．結果のみ書けばよい． 

 

※ 定義：グラフの枝 𝑢, 𝑣  および頂点 𝑟 に対し，𝑟 𝑢 または 𝑟 𝑣 が成り立つとき， 

枝 𝒖, 𝒗  は頂点 𝒓 に接続するという． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 𝑎 𝑏 𝑐 

𝑥 -6 1 -8 

𝑦 4 5 3 

𝑧 -4 3 -6 



問３ 

（１）：枝集合 𝑇 がグラフ 𝐺 𝑉, 𝐸  の全域木であることの定義を書け． 

 

（２）：右のグラフの最小全域木を，クラスカルのアルゴリズム

およびプリムのアルゴリズムを用いて計算せよ．解答用紙

のグラフにおいて，最小全域木の枝を太線で記入すると共

に，最小全域木の各枝に対して追加された順番を書くこと．

プリムのアルゴリズムでは，頂点 𝑠 を根とすること. 

 

（３）：グラフ𝐺 𝑉, 𝐸 の枝集合 𝑇 ⊆ 𝐸 に対し，以下の５条件は等価であることが知られている． 

(a) 𝑇 は全域木, 

(b) グラフ 𝑉, 𝑇  の任意の 2 頂点の間に路はただ１つ存在, 

(c) グラフ 𝑉, 𝑇  は連結，ただし 𝑇 から任意の枝を削除すると非連結, 

(d) |𝑇| |𝑉| 1, かつグラフ 𝑉, 𝑇  は連結, 

(e) |𝑇| |𝑉| 1, かつ 𝑇 は閉路を含まない. 

      この事実をふまえ，以下の問いに答えよ．ただし，証明において上記の５条件の等価性を使う 

ときは，どの条件を使ったか明記すること（例：「(a)と(b)が等価であるので，XXX が成り立つ」） 

（３－１）全域木 𝑇 に対し，𝑇 に含まれない枝 𝑢, 𝑣  を追加すると，その枝集合は閉路をただ１つ 

もつ．このことを証明せよ． 

（３－２） 問（３－１）で得られた閉路を𝐶とおく．𝐶 に含まれる任意の枝 𝑠, 𝑡  に対し，枝集合 

𝑇 ∪ 𝑢, 𝑣  から枝 𝑠, 𝑡 を削除して得られる枝集合を 𝑇′ とおく．この枝集合 𝑇′ が閉路を含ま 

ないことを証明せよ． 

（３－３）問（３－２）で得られた枝集合 𝑇′ が全域木であることを証明せよ．  

 

（４）：右のグラフにおける最小全域木ゲームを考える．   

ここで s はソース，a, b, c, d はプレイヤー 

を表す． 

（４－１）この最小全域木ゲームにおける Bird 分担および対応する全域木を１つ求めよ． 

結果のみ書けば良い． 

（４－２）この最小全域木ゲームにおいて，各プレイヤーa, b, c, d の費用分担（支払額）を 

非負変数 𝑝 , 𝑝 , 𝑝 , 𝑝  によってそれぞれ表すとする．𝑝 , 𝑝 , 𝑝 , 𝑝  がコアに含まれるための 

必要十分条件を等式，不等式を用いて具体的に書け．結果のみ書けば良い． 

（４－３）この最小全域木ゲームにおいて，Bird 分担以外の費用分担がコアに存在するかどうか， 

答えよ．存在する場合は，そのような費用分担を書け．存在しない場合は，そのことを証明せよ． 


