
解析学 理解度の確認（１） 解答例 

問題 1.  複素数 z に関する以下の問いに答えよ．ただし， z は z の共役複素数を表す． 

(1) Re z ≦|z| を証明せよ．なお，Re z は z の実部を表す．(配点:10 点) 

(解答例) 

iyxz  とすると, Re z = x . また,  
22 yxz  である. よって, 

xyxzz  22Re ≧ xxxx 2
 （∵y2≧0 だから） 

最後の式は, x≧0 なら 0 に等しく, x＜0 なら 2|x| (>0) に等しい. いずれにせよ≧0 だから 

zzzz Re0Re   が示された． 

 

(2)  三角不等式 |z1+z2|≦|z1|+|z2| を， zzz 
2

 ， zzz Re2  および(1)で示

した関係を利用して導出せよ．(配点:10 点) 

 

(解答例) 

 

両辺≧０なので，両辺を２乗した式を証明する． 
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ここで )Re(2 211221 zzzzzz  ,および, Re z≦|z| を用いた． 

上式で両辺の平方根を取れば， 1121 zzzz   が導かれる． 
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 を導出せよ．ただし， z は z の共役複素数を表すものとする．(配点:10 点) 

(解答例１) z=x+iy 形式を用いる場合 

111 iyxz   , 222 iyxz   とおくと, 2
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 一方， 2
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よって，(左辺)=(右辺)が示された． 

 



 (解答例２) 極形式を用いる場合 
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 (了) 

 

問題 2.  

(1) 偏角の範囲を 0≦θ＜2π として, 複素数 3  を極形式で表せ．(配点:10 点) 

(解答例)    sincos3)1(33 i  

  (先頭は|z|なので必ず≧０であることに注意する) 

 

(2) 複素数 
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i
z  を, x+iy形式で示せ． ただし，実数の指数乗は，anのよう

な形で計算せずに残してよい．(配点:10点) 

 

(解答例)  偏角 0≦θ＜2πで表した場合の解答例 
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 よって，ド・モアブルの定理より 
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(最終行あたりまでくればどの形でも○) 

  



(3)  1z i   の 3 乗根を，偏角の範囲 0≦θ＜2πで求め，式で示せ．また，複素平面上

におよその位置を図示せよ．(配点:10 点) 

 

(解答例) 

z を極表示すると，
1 1 7 7

1 2 2 cos 2 sin 2
4 42 2

z i i n i n
 

 
      

            
      

 

よって 3 乗根はド・モアブルの定理を用いて 

63 7 2 7 2
1 2 cos sin

12 3 12 3

n n
i i

       
        

    
, (n=0,1,2) 

これを図示すると右図のようになる． 

ただし, 12.126   , 
7

12
 =105° 

(図は概略でよいが，解の大きさは 1 との大小関係や， 

偏角の象限に留意する) 

 

 

問題 3.  

(1) 
2

( )f z z の微分可能性，及び正則性を，微分の定義式を用いて論ぜよ．(配点:10 点) 

 

(解答例) 

2
( )f z z z z    より， 

2 2( ) ( )( )f z zz x iy x iy x y        

同様に，
2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 2 2 ( ) ( )f z z x x y y x y x x y y x y                   

これらを微分の定義式に代入すると， 

2 2

0 0

( ) ( ) ( ) 2 2 ( ) ( )
lim lim
z z

df z f z z f z x x y y x y

dz z x i y   

        
 

   
 

経路１：最初にΔy→0, 次にΔx→0 とする場合，最初のΔy→0 を適用した結果， 
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x x

x x x
x x x
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   ・・・式(3.1) 

経路２：最初にΔx→0, 次にΔy→0 とする場合，最初のΔx→0 を適用した結果， 

2
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 ・・・式(3.2) 

式(3.1)と式(3.2)が等しくなる z は，2x=2iy ⇔ x +iy = 0 ⇔ x=0 かつ y=0 ⇔ z=0 ． 
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以上より， z=0 において 与式は微分可能．z≠0 では微分不可能． 

z=0 のみでしか微分可能でない，すなわち，|z|<ρを満たす領域のすべての点で微分可能と

なるような正の実数ρが存在しないので，与式は，z=0 においても，また，他の点において

も，正則ではない．結論：z=0 のみで微分可能，また，(あらゆる z で)正則ではない． 

 

(2) cos 2z i  を満たす複素数 z を求めよ．(配点:10 点) 

(解答例) 

   方程式に cos z の定義を代入して， cos 2
2

iz ize e
z i


    

⇔ 
2 4 1 0iz ize ie    

eizに関する 2 次方程式と見なして，解と係数の関係から 

2 4 1 2 5 (2 5)ize i i i          ・・・（☆） 符号が正の場合は， 

( 2 )
log(2 5 ) 2(2 5)

i n
ize i e e




   ．両辺の指数を比較すると z を得る．この場合は 

2 log( 5 2)
2

z n i


     

(☆)式で，符号が負の場合は
( 2 )

log( 5 2) 2( 5 2)
i n

ize i e e


 
    ．両辺の指数を比較 

して z を得る．２つの解をまとめて 

2 log( 5 2)
2

z n i


       （複合同順） 

上の式と等価な式なので,次の表記でも O.K. 

2 log( 5 2)
2

z n i


      （複合同順） 

 

(3) zz log)(log   を導出せよ. なお, 
irez  のとき, )2(loglog  nirz    

(n は整数)である．(配点:10 点) 

 

(解答例) 

  )2(log)2(loglog  nirnirz   ただし，n=0,±1,±2,…. 

一方，     )2(log)2)((loglogloglog  mirmirrerez ii  
 

ただし，m=0,±1,±2,….．ここで，整数値 n, m はお互い無関係に決めることができるので， 

m = -n と考えれば，上の２つの式は同一の数の集合を表している． 

よって， )(log z が多価関数として取り得る全ての値に対して,それと等しい zlog   の値が存

在する，という意味で， zz log)(log   が成り立つといえる．(多価関数同士の等号はこのよ



うな意味で定義されている．) 

 

(3) 関数 )sin(iz が正則かを調べ，正則な場合は導関数 
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zf )(' を z の関数と

して式で示せ．ただし， ivuzf )( , iyxz   とする．(配点:10 点) 

 

(解答例) 

  sin z の定義より， )(
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  z=x+iy を代入すると   )(
2

iyxiyx eeee
i    (以下，実部と虚部に分離する) 
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よって，実部 yeeu xx sin)(
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コーシー･リーマン(C.R.)方程式の左辺と右辺をそれぞれ計算すると， 
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 より，C.R.方程式
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および
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が成り立っている

ことが確認できたので正則である． 

導関数は，
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(cosh でなくてもよいが z の関数でないと減点) 

 

 


