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振幅が変動する様子を Δω ≪ ω  

として，位相など省略して

cos α cos β = 1
2 {cos(α + β) + cos(α − β)}より

で中心周波数 ω に対し，±Δω 離れた２つの周波数成分に
分かれる．

簡易的な複素数表現で間違える人が多い．
← １つの周波数成分でオカシイ

x = A cos Δωt × cos ωt

x = A
2 {cos(ω + Δω)t + cos(ω − Δω)t}

x = XejΔωtejωt = Xej(ω+Δω)t
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= 1
2 { ej(ω+Δω)t + e−j(ω+Δω)t

2 + ej(ω−Δω)t + e−j(ω−Δω)t

2 }

= 1
4 {ejΔωtejωt + ejΔωte−jωt + e−jΔωtejωt + e−jΔωte−jωt}

ejΔωt + e−jΔωt

2 × ejωt + e−jωt

2

= 1
2 {cos(ω + Δω)t + cos(ω − Δω)t}

＜変動成分＞×＜変動成分２＞の計算の時は負の周波
数成分を考慮する必要あり．
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　　　　　　　　　　　　 のように高周波数のキャリ
ア周波数 ωc と比べて、非常に低い周波数 Δω で振幅を
変動させたものが，ラジオ放送などに使われるAM (振
幅変調：Amplitude Modulation) 波．

v = V (1 + α cos Δωt) cos ωct

人間に聞こえる音は主に数kHzだが，電波としては周波
数が低すぎる．
AMラジオ（中波）の周波数域 
　531kHz～1602kHzの9kHz間隔 ← 高音はのらない

ちなみに音の周波数域の電波は10m+α程度水中まで届
くので潜水艦との通信に使用されるが大規模施設必要



自己相関関数と 
パワースペクトル
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P( f ) = lim
T��

�
1
T

|X( f )|2
�

= lim
T��

�
1
T

X( f )X�( f )
�

x(t) = ∫
∞

−∞
X(ω) ejωtdω X(ω) = 1

2π ∫
∞

−∞
x(t) e−jωtdt

S(ω) = lim
T→ω { 2πX(ω) X*(ω)

T }
参考：前回

パワースペクトル密度関数は，慣例的に Hz 単位の時は 

P(f ) で，角速度ベースの時は S(ω) と書かれているときが
多い． 
他に -∞～+∞ で定義される S(ω) を 0～∞ に折り返した 

G(ω) 表記も見かける．
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C(τ) = lim
T→∞ ∫

T/2

−T/2
x(t)x(t + τ)dt

積分順序を入れ替えて

= lim
T→∞

1
T ∫

∞

−∞
X(ω)[∫

T/2

−T/2
x(t)ejωtdt] ejωτdω

= lim
T→∞

1
T ∫

T/2

−T/2
x(t)[∫

∞

−∞
X(ω)ejω(t+τ)dω] dt

= ∫
∞

−∞
lim

T→∞ { 2πX(ω) X*(ω)
T } ejωτdω

= ∫
∞

−∞
S(ω) ejωτdω
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C(τ) = ∫
∞

−∞
S(ω) ejωτdω

パワースペクトル S(ω) は相互相関関数 C(τ) のフー
リエ変換である．（Wiener-Khintchineの定理）

τ=0 の時 C(0) = x2 = lim
T→∞

1
T ∫

∞

−∞
x2(t) dt = ∫

∞

−∞
S(ω) dω

S(ω) = 1
2π ∫

∞

−∞
C(τ) e−jωτdτ

✴ 前回フーリエ変換は Hz 単位で扱っていたが，ココで
は都合上，角速度をベースに話していきます．



相互相関関数と 
クロススペクトル
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x(t)

y(t)

２つの信号 x(t) と y(t) の相互相関
関数は

Cxy(τ) = x(t) y(t + τ) = lim
T→∞

1
T ∫

T/2

−T/2
x(t) y(t + τ) dt

Cxy(−τ) = Cyx(τ)
その性質として

なぜなら Cxy(−τ) = lim
T→∞

1
T ∫

T/2

−T/2
x(t) y(t − τ) dt

u = t - τ と座標変換すると
Cxy(−τ) = lim

T→∞

1
T ∫

T/2

−T/2
y(u) x(u + τ) du = Cyx(τ)
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自己相関関数のフーリエ変換がパワースペクトル密度
関数であるように，相互相関関数のフーリエ変換とし
てクロススペクトルが定義できる．

Sxy(ω) = 1
2π ∫

∞

−∞
Cxy(τ) e−jωτdτ

Cxy(τ) = ∫
∞

−∞
Sxy(ω) ejωτdω

ここで
x(t) = ∫

∞

−∞
X(ω) ejωtdω X(ω) = 1

2π ∫
∞

−∞
x(t) e−jωtdt

X(−ω) = X*(ω) = 1
2π ∫

∞

−∞
x(t) ejωtdt



/ 20クロススペクトル② 12

∫
∞

−∞
x(t) ejωtdt = 2π X*(ω)

Cxy(τ) = lim
T→∞

1
T ∫

T/2

−T/2
x(t) y(t + τ) dt

= lim
T→∞

1
T ∫

T/2

−T/2
x(t) {∫

∞

−∞
Y(ω) ejωtejωτ dt} dω

= lim
T→∞

2π
T ∫

∞

−∞
X*(ω) Y(ω) ejωτ dω

τ=0 の時 Cxy(0) = ∫
∞

−∞
Sxy(ω) dt

前ページから

Sxy(ω) = lim
T→∞

2π
T

X*(ω) Y(ω)

dω
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Sxy(−ω) = S*xy(ω) = Syx(ω)

Sxy(ω) の実部をコスペクトル Kxy(ω)，虚部をクオドス
ペクトル Qxy(ω) とすることあり． 
Kxy(ω) は偶関数で Qxy(ω) は奇関数．

coh2(ω) =
|Sxy(ω) |2

Sxx(ω) Syy(ω)

２つの信号の相関の指標として，相互相関係数の二
乗であるコヒーレンス（値は 0 ～ 1）



畳み込み積分 
と伝達関数
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m

x
k

c f(t)

t

f(t)

τ

h(t − τ)

例えば右のような１自由度振動系に任
意形状波形の加振力 fi(t) を与えたとき
の応答を考える．
時刻 0 に単位インパルス
加振された時の減衰自由
振動波形を h(t) とする．

時刻 τ の微小区間 dτ に
大きさ f(τ)dτ でインパル
ス加振すると

→次ページ
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時刻 t の変位を求めるのに加振時刻 τ を 0 から t まで積分
して

これが畳み込み積分（convolution integral）の形となって
いる． 
これを直接解くのは大変だが，両辺フーリエ変換すると

のようになる．ここで H(ω) が伝達関数である．

xo(t) = ∫
t

0
h(t − τ) fi(τ)dτ

Xo(ω) = H(ω) Fi(ω)
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時刻 η の入力 fi (η) と時刻 t の出力 xo(t) とおく

xo(t) = ∫
t

−∞
fi(η) h(t − η) dη

t-η < 0 で h(t-η) = 0 とすれば，積分範囲を広げて
xo(t) = ∫

∞

−∞
fi(η) h(t − η) dη

u = t-η と座標変換すれば，η: -∞ → +∞，u: +∞ → -∞

xo(t) = ∫
−∞

∞
fi(t − u) h(u) (−du) = ∫

∞

−∞
fi(t − u) h(u) du

再度 u → η と置き換えれば
xo(t) = ∫

∞

−∞
fi(t − η) h(η) dη

xo(t) = fi * h と書くと

xo(t) = h * fi でもある
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xo(t) = ∫
∞

−∞
fi(t − η) h(η) dη

Coo(τ) = E[ fo(t) fo(t + τ)]

= E [∬
∞

−∞
h(η)h(ξ)fi(t − η)fi(t + τ − ξ)dηdξ]

= ∬
∞

−∞
h(η)h(ξ) E [fi(t − η)fi(t + τ − ξ)] dηdξ

= ∬
∞

−∞
h(η)h(ξ) Cii(τ + η − ξ) dηdξ

xo(t + τ) = ∫
∞

−∞
fi(t + τ − ξ) h(ξ) dξ

(τ − ξ) − (−η)
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Soo(ω) = H(ω) H*(ω) Sii(ω) = |H(ω) |2 Sii(ω)
前ページの自己相関をフーリエ変換して

同様にクロススペクトルから
Sio(ω) = H(ω) Sii(ω)
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前々ページの自己相関関数 Coo(τ) をフーリエ変換して
Soo(ω) = H(ω) H*(ω) Sii(ω) であることを示せ．

※ 例えば　　　　　　　と定義σ = τ + ξ − η
τ + η − ξ
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Soo(ω) = 1
2π ∫

∞

−∞
Coo(τ) e−jωτdτ

= 1
2π ∫

∞

−∞ {∬
∞

−∞
h(η)h(ξ)Cii(τ + ξ − η) dη dξ} e−jωτdτ

= 1
2π ∭

∞

−∞
h(η)e−jωη h(ξ)ejωξ Cii(σ)e−jωσ dη dξ dσ

Sii(ω) = 1
2π ∫

∞

−∞
Cii(σ) e−jωσdσ を代入すると

τ + η − ξ

Soo(ω) = H*(ω) H(ω) Sii(ω)


