
定義６.１：S を Rnの部分空間とする．この時，S の次元 rは次の条件を同時に満たす正
整数のことである．

(a) S内に r本の線形独立なベクトルの組が存在する．

(b) S内の任意の r + 1本のベクトルの組は線形従属である．

また，dim(S) = rと表記する．

定義６.２：S を次元が rである Rnの部分空間とする．a1,a2, . . . ,ar ∈ Rnが S の基底で
あるためには次の条件を同時に満たす必要がある．

(a) a1,a2, . . . ,ar ∈ S．

(b) a1,a2, . . . ,arは線形独立である．

さらに，a1,a2, . . . ,arがお互いに直交するとき，すなわち

(ai)
Taj = 0 (i ̸= j)

のとき，これらのベクトルを Sの直交基底と呼ぶ．また，∥ai∥ = 1 (i = 1, 2, . . . , r)のとき，
これらのベクトルを正規直交基底と呼ぶ．

図 15: R3における基底の例．

[問題 06-01] 以下の問いに答えよ．

(i) Rnから Rmへの写像 T が線形写像であることの定義を述べよ．

(ii) Rnの部分集合 Sが部分空間であることの定義を述べよ．

(iii) Sを Rnの部分空間としたとき，その基底および次元の定義を述べよ．

(iv) S を Rn の部分空間，T を Rn から Rm への線形写像としたとき，S の T による写像
{T (x) | x ∈ S}は Rmの部分空間になることを証明せよ．
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[問題 06-02] Rmの部分集合 Sが条件

S ̸= ∅,
x ∈ S, y ∈ S ⇒ x+ y ∈ S,

x ∈ S, α ∈ R ⇒ αx ∈ S,

を満たすとき，Sを Rmの部分空間であるという．Sが Rnの部分空間ならば，任意の正整
数 nに対して，

xi ∈ S, αi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n) ⇒
n∑

i=1

αixi ∈ S

が成り立つことを帰納法を用いて証明せよ．

[問題 06-03] 部分空間


 x1

x2

x3

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣ x1 + x2 + x3 = 0

 の次元および正規直交基底を
一つ求めよ．

[問題 06-04] SをRmの部分空間，そして a1,a2, . . . ,an ∈ Sとする．以下の (a)と (b)は同
値であることを示せ．

(a) a1,a2, . . . ,anは線形独立であり，かつ，任意の b ∈ Sに対して，a1,a2, . . . ,an, bは線
形従属である．

(b) 任意の b ∈ Sは a1,a2, . . . ,anの線形結合として一意的に表現できる．

[問題 06-05] S, T はRnの部分空間であるとする．S ⊆ T，dim(S) = dim(T )のとき，S = T

を示せ．

[問題 06-06] A ∈ Rm×nとしたとき，集合

S = {ATy ∈ Rn | y ∈ Rm} （行列Aの行空間とよぶ）

は部分空間となることを示せ．

[問題 06-07] A ∈ Rm×nとしたとき，集合

T = {x ∈ Rn | Ax = 0} （行列Aの核とよぶ）

は部分空間となることを示せ．

[問題 06-08] X ⊆ Rnに対して，集合 {y ∈ Rn | yTx = 0, ∀x ∈ X}は部分空間になるこ
とを示せ．

定義６.３：Sを Rnの部分空間とする．

S⊥ := {y ∈ Rn | yTx = 0, ∀x ∈ S}

を部分空間 Sの直交補空間とよぶ．
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定義６.４：X ⊆ Rn に対して，X を含む（集合の包含関係に関して）最小の部分空間を
X の張る空間とよび，span(X)と書く．

定理６.５：X ⊆ Rn，a1,a2, . . . ,ar ∈ X は線形独立であり，かつ任意の b ∈ X に対して
a1,a2, . . . ,ar, bは線形従属であると仮定する．この時，

(a) span(X) =
∩

X⊆S⊆Rn かつ S は部分空間

S

(b) span(X) =

{
r∑

i=1

λiai

∣∣∣∣∣ λi ∈ R (i = 1, 2, . . . , r)

}

[問題 06-09] ΩをRmの部分空間の集まりとする．すなわち，Ωの任意の元 SはRmの部分

空間である．ただし，Rmの全ての部分空間がΩの元であるとは限らない．このとき，
∩
S∈Ω

S

は Rmの部分空間になることを証明せよ．

[問題 06-10] X ⊆ Rnとする．

(i) span(X)の定義を書け．

(ii) ΩをX を含む全ての Rmの部分空間の集まりとする．span(X) =
∩
S∈Ω

Sを証明せよ．

(iii) X = {a1,a2, . . . ,am}のとき，span(X) =

{
m∑
i=1

λiai | λi ∈ R (i = 1, 2, . . . ,m)

}
を

証明せよ．

定理６.６：a1,a2, . . . ,an ∈ Rm，b ∈ Rmに対して，線形方程式系

n∑
i=1

aixi = b

が解をもつための必要十分条件は

span{a1,a2, . . . ,an} ∋ b．

である．

[問題 06-11] 次の命題を証明せよ．a1,a2, . . . ,an ∈ Rm，b ∈ Rmに対して，線形方程式系

n∑
i=1

aixi = b

が解をもつための必要十分条件は

span{a1,a2, . . . ,an} ∋ b.

である．
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7 直交射影

a1,a2, . . . ,an ∈ Rmに対して，線形方程式系

n∑
i=1

aixi = b

が解を持たない時には，b ̸∈ span{a1,a2, . . . ,an} := Sであることを示した．
この場合には，Sに含まれるベクトル cで bを最も良く近似することが考えられる．すなわち，誤

差 ∥b− c∥を最小にする c ∈ Sを求める問題が考えられる．よって c ∈ Sであるので，線形方程式系

n∑
i=1

aixi = c

は解を持つことになる．cを bの S上の直交射影とよぶ．図 16を参照．

図 16: 線形方程式系が解を持たない場合．

定理７.１：b ∈ Rm，c ∈ Sのとき，

∥b− a∥ ≥ ∥b− c∥ for ∀a ∈ S ⇔ aT (b− c) = 0 for ∀a ∈ S

[問題 07-01] 次の命題を証明せよ．b ∈ Rm，c ∈ Sのとき，

∥b− a∥ ≥ ∥b− c∥ for ∀a ∈ S ⇔ aT (b− c) = 0 for ∀a ∈ S

定理７.２：直交射影は一意的に定まる．

[問題 07-02] 『直交射影は一意的に定まる．』ことを証明せよ．
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7.1 直交射影の計算方法

[問題 07-03] お互いに異なる非ゼロベクトル a, b ∈ R2に対して，

S = {λa | λ ∈ R}

とする．bの S上の直交射影 cを aと bの内積を使って表現せよ．図 17 参照．

図 17: 直線上への直交射影の例．

一般に
a1,a2, . . . ,arを部分空間 Sの基底　
A = (a1 a2 . . .ar)をm× r行列

とすると
rank(A) = r となり ATA ∈ Rr×r は正則行列となる．

[問題 07-04] A ∈ Rm×r，rank(A) = rとする．このとき，ATAは r × rの正則行列となる
ことを証明せよ．

ここで，y =
(
ATA

)−1
ATb ∈ Rr，c = Ayとおくと，cはbのS上の直交射影となる．A

(
ATA

)−1
AT

をSへの（直交）射影行列とよぶ．

証明：c = Ay =
r∑

i=1

aiyi ∈ S である．a ∈ S とすると，a = Auとなるような u ∈ Rr が存在す

る．よって，

aT (b− c) = (Au)T (b−A
(
ATA

)−1
ATb)

= uTATb− uTATA
(
ATA

)−1
ATb

= 0

ゆえに，既に示した定理７.１より，cは bの S上への直交射影となる．特に，

a1,a2, . . . ,ar　を Sの正規直交基底
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