
定理１１.２：λ1, λ2, . . . , λnを n次Hermite行列の固有値とする．

(a) λ1, λ2, . . . , λnは実数であるが，対応する固有ベクトルは複素ベクトルになる．

(b) 固有値 λiに対応する固有ベクトル piをお互いに直交し，かつ，その長さを 1にとるこ
とができる．すなわち，

(pi)
T p̄j = 0 (i ̸= j), ∥pi∥ = 1. (i = 1, 2, . . . , n)

したがって，p1,p2, . . . ,pnは線形独立になる．

証明（略）：

(a) λをBの固有値とする．すなわち，

By = λy, y ̸= 0, y ∈ Cn

を仮定する．複素共役を ¯で表すとする．(By)T = λyT の複素共役をとると，ȳTB
T
= ȳTB∗ =

λ̄ȳT となる．したがって，

λȳTy = ȳT (λy) = ȳTBy = ȳTB∗y = λ̄ȳTy

となる．ここで，ȳTy = ∥y∥2はゼロでない実数であるので λ = λ̄ を得る．

注：y ∈ Cn，y = (a1 + ib1, a2 + ib2, . . . , an + ibn)
T の場合，∥y∥2 = yT ȳ = ȳTy =

n∑
k=1

(ak −

ibk)(ak + ibk) =
n∑

k=1

(a2k + b2k)となる．

(b) y, zを λ, µの相異なる固有値に対応する固有ベクトルとする．すなわち，

By = λy y ̸= 0, Bz̄ = µz̄, z ̸= 0.

このとき，
z̄TBy = z̄T (λy) = λz̄Ty,

z̄TBy = z̄TB∗y = µz̄Ty

となる．よって，
0 = z̄TBy − z̄TBy = (λ− µ)z̄Ty.

仮定より，λ ̸= µであるから，z̄Ty = 0を得る．

注：ベクトル空間Cnにおいて，y ∈ Cnとz ∈ Cnの内積はyT z̄ = z̄Ty =

n∑
k=1

(ayk+ibyk)(a
z
k−ibzk)

として定義される．

以上のことから異なる固有値に対する固有ベクトルは直交している．さらに，By = λyであれ
ば，両側を ∥y∥ =

√
yT ȳで割ることによって

B
y

∥y∥
= λ

y

∥y∥

ノルムが 1の固有ベクトル p =
y

∥y∥ を得ることができる．その他の事実についても実対称行列
の場合と同じなので省略する．

□
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11.1 Gersgorinの定理（弱い形）

定理１１.３：n次複素正方行列H = (hij)の任意の固有値 λは

Gk := {z ∈ C | |z − hkk| ≤ rk}, rk =

n∑
j=1, j ̸=k

|hkj |

で定義される，複素平面上の n個の円Gk (k = 1, 2, . . . , n)の和集合
n∪

k=1

Gkの中にある．

証明：H の固有値 λと対応する固有ベクトルを x ̸= 0としたとき，Hx = λxより，

n∑
j=1

hijxj = λxi (i = 1, 2, . . . , n)

となる．ここで k ∈ {1, 2, . . . , n}を |xk| = maxj |xj | ̸= 0とおくと，

n∑
j=1, j ̸=k

hkjxj + hkkxk = λxk

になるので，

|λ− hkk| ≤
n∑

j=1, j ̸=k

|hkj |
|xj |
|xk|

≤
n∑

j=1, j ̸=k

|hkj | = rk

を得る．

例：

H =

(
−2 −i

i 5

)
の固有値は 3±

√
53

2 であり，r1 = 1, r2 = 1となるので，

G1 = {z ∈ C | |z + 2| ≤ 1}, G2 = {z ∈ C | |z − 5| ≤ 1}

のGersgorinの円が得られる．図 24を参照．

図 24: H に対するGersgorinの円．
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12 特異値分解

近年，データマイニング，機械学習，ビックデータなどのキーワードの元で行列の低ランク近似や
行列の要素の補間などが取り上げられている．その中，行列の特異値を用いた問題がしばしば登場す
る．正方行列に対する固有値と異なり，正方でない任意の行列に対して特異値は定義されている．

12.1 定義と基本的な性質

定義１２．１：A ∈ Cm×nに対し，その特異値分解とは

A = UΣV ∗

となるものである．ただし，U ∈ Cm×m，V ∈ Cn×nはユニタリ行列，Σ ∈ Rm×nは対角行
列である．それに加え，Σの対角要素 σiは非負で非増加順に並んでいると仮定する．つま
り σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σp ≥ 0，p = min(m,n)である．

例１：

(1 2) = (1)
(√

5 0
) ( 1√

5
2√
5

− 2√
5

1√
5

)

例２：  −2
5 −2

√
3

5
40

√
3−9

50 −40+9
√
3

50
15

√
3+6

25
6
√
3−15
25

 =

 0 −4
5 −3

5
4
5 − 9

25
12
25

3
5

12
25

16
25


 2 0

0 1

0 0

( √
3
2 −1

2
1
2

√
3
2

)

定理１２．２：行列A ∈ Cm×nに対して必ず特異値分解が存在する．さらに，定義１２．１
の特異値 {σj}は一意に定まる．

定理１２．３：行列Aのランク（階数）rはAの正の特異値の数と一致する．

証明：
Aの特異値分解A = UΣV ∗を考え，U ,V がユニタリ行列であるので，Aの左から行に関する基本変

形をU∗として，Aの右からその列に対する基本形をV によって行うと，U∗AV = (U∗U)Σ(V ∗V ) =

Σとなる．結局，AのランクはΣの対角の非ゼロ要素の数と一致する． □

定理１２．４：∥A∥2 = σ1であり，∥A∥F =
√
σ2
1 + σ2

2 + · · ·+ σ2
r である．ただし，rはA

のランクである．

証明：

∥A∥F :=
√
tr(A∗A)より，∥A∥F =

√
tr(V ΣTU∗UΣV ∗) =

√
tr(V ΣTΣV ∗) =

√
tr(ΣTΣV ∗V ) =√

σ2
1 + σ2

2 + · · ·σ2
r．

∥A∥2 := sup
x∈Cn

,x̸=0

∥Ax∥2
∥x∥2

= sup
x∈Cn

,x ̸=0

√
x∗V ΣTU∗UΣV ∗x√

x∗V V ∗x
= sup

y∈Cn
,y ̸=0

√
y∗ΣTΣy√

y∗y
= σ1
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ただし，y = V ∗xという変数変換を行っている．V はユニタリ行列であるので，正則行列である
ことに注意． □

定理１２．５：A ∈ Cm×nは r個のランク 1の和である．

A =

r∑
j=1

σjujv
∗
j

ただし，uj はU ∈ Cm×mの j列であり，vj は V ∈ Cn×nの j列である．

12.2 特異値分解の計算

定理１２．６：Aの非ゼロ特異値はA∗AもしくはAA∗の固有値の平方根と一致する．

証明：
A∗A = V ΣTU∗UΣV ∗ = (V )ΣTΣ(V ∗)となるので，A∗Aの固有値は σ2

1, σ
2
2, . . . , σ

2
r , 0, . . . , 0と

なる．ただし，rはA∗Aのランクである．よって，定理の主張が示せた．AA∗についても同様である．
□

1. 上記の定理から，行列A ∈ Cm×nの特異値分解を得るためにはまずA∗A ∈ Cn×nの固有値分解
を行い，A∗A = PΛP ∗を計算する．A∗Aは対称行列になっていることに注意．

2. つぎに，Λ ∈ Rn×nの対角要素（A∗Aの固有値）の平行根を σ1, σ2, . . . , σnとして，正のものだ
けをその順番にΣ ∈ Rm×nの対角におく．

3. P = V ∈ Cn×nとおき，最後にA = UΣV ∗となるように，ユニタリ行列U ∈ Cm×mを求め
る．定理１２．１からわかるように，行列Aの特異値は一意であるが，その特異値分解は一意
ではないのでU を計算するときに自由度がある．

[問題 12-01] 例１，例２に出てくる行列の特異値分解を上記の方法を用い確かめよ．

12.3 Moore-Penrose形一般逆行列

定理１２．７：A ∈ Cm×nの特異値分解をUΣV ∗とするとAのMoore-Penrose一般逆行列
をA† = V Σ†U∗と定義する．ただし，Σ† ∈ Rn×mの対角行列でその要素は{

1
σj

, if σj > 0

0 , if σj = 0

として定められている．

上記のA† ∈ Cn×m はAの疑似逆行列とよばれることもあり，以下の性質を満す唯一の行列X ∈
Cn×mである．

1. AXA = A

2. XAX = X

3. (AX)∗ = AX
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4. (XA)∗ = XA

当然ながら，rank(A) = n (≤ m)のときA† = (A∗A)−1A∗であり，rank(A) = n = mであるとき
A† = A−1である．
このことからAのMoore-Penrose一般逆行列は ∥Ax− b∥2の最小ノルムを満すベクトル xのなか

でさらに最小ノルムのものを実現するベクトル x̄ = A†bに関連していることがわかる．
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