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3.導波管 
3.1 矩形導波管 
断面が矩形形状（幅a×高さb ）の導波管の観軸方向に z 軸をとり， z 軸にそって伝搬する電

磁界を考える。ここで，時間 t と位置 z に対する依存性は ztje γω − と仮定する。 
矩形導波管を伝搬する電磁界は，伝搬方向に電界成分を持たない TE モード(Transverse 

Electric mode)と，伝搬方向に磁界成分を持たない TM モード(Transverse Magnetic mode)に分

類される。 
 
(1) TE モード ( 0=zE ) 

xy HjE ωµγ −=       (3.1.a) 

yx HjE ωµγ −=−       (3.1.b) 

z
xy Hj

y
E

x
E

ωµ−=
∂
∂

−
∂

∂
     (3.1.c) 

xy
z EjH

y
H ωεγ =+
∂
∂      (3.1.d) 

y
z

x Ej
x

HH ωεγ =
∂
∂

−−      (3.1.e) 

0=
∂
∂

−
∂

∂

y
H

x
H xy       (3.1.f) 

式(3.1.b)より 

xy E
j

H
ωµ
γ

=  

式(3.1.d)に代入して 

x
xz Ejw

j
E

y
H ε

ωµ
γ

=+
∂
∂ 2

 

y
Hj

y
HjE z

c

z
x ∂

∂−
=

∂
∂

+
−

= 222 β
ωµ

εµωγ
ωµ     (3.2) 

同様に，(3.1.a)，(3.1.e)から 

x
HjE z

c
y ∂

∂
= 2β

ωµ
      (3.3) 

式(3.3)，(3.2)をそれぞれ式(3.1.a)，(3.1.b)に代入すると次の関係を得る。 

x
HH z

c
x ∂

∂−
= 2β

γ
      (3.4) 

y
HH z

c
y ∂

∂−
= 2β

γ
      (3.5) 

これらを式(3.1.c)に代入すると，次の式を得る。 



「導波路工学及び電波法」講義ノート(Ver.1.1) 
 

 14 

z
z

c

z

c

Hj
y
Hj

x
Hj ωµ

β
ωµ

β
ωµ

−=
∂
∂

+
∂
∂

2

2

22

2

2  

zc
zz H

y
H

x
H 2

2

2

2

2

β−=
∂
∂

+
∂
∂

∴      (3.6) 

zH について変数分離(separation of variables)を仮定し， )()( yYxXH z = とおくと，式(3.6)
は次のように 2 本の微分方程式に分離される。 

2
2

2

2

2

)(
1

)(
1

cdy
Yd

yYdx
Xd

xX
β−=+  

2
2

2

)(
1

xdx
Xd

xX
β−=      (3.7) 

2
2

2

)(
1

ydy
Yd

yY
β−=       (3.8) 

222
cyx βββ =+  

式(3.7)及び(3.8)から， )(xX ， )(yY についてそれぞれ次のように解を表すことができる。 

xBxAxX xx ββ cossin)( +=      (3.9) 

yDyCyY yy ββ cossin)( +=      (3.10) 

式(3.9 を式(3.3)に用いると， yE は次のように表される。 

)()sincos(22 yYxBxAj
x

HjE xxx
c

z

c
y βββ

β
ωµ

β
ωµ

−=
∂
∂

=  

ここで， ax ,0= における境界条件(boundary condition) 0=yE を適用すると次の関係を得る。 

a
m

axatEa
xatEA

x

yx

y

πβ

β

=∴

===

===

)0(0sin
)00(0

 

同様に， b ,0=y における境界条件 0=xE より次の関係を得る。 

b
nb

C

yy
πββ =∴=

=

0sin

0
 

以上より， zH は次の式で表される。 

y
b

nx
a

mHH z
ππ coscos0=     (3.11.a) 

但し，nとm は同時に 0 にはならい。 
また，他の電磁界成分は次のようになる。 
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y
b

nx
a

m
b

nHjE
c

x
πππ

β
ωµ sincos02=    (3.11.b) 

y
b

nx
a

m
a

mHjE
c

y
πππ

β
ωµ cossin02

−
=    (3.11.c) 

y
b

nx
a

m
a

mHH
c

x
πππ

β
γ cossin02=    (3.11.d) 

y
b

nx
a

m
b

nHH
c

y
πππ

β
γ sincos02=     (3.11.e) 

εµωππγ

εµωγππβ

2
22

22
22

2

−





+






±=∴

+=





+






=

b
n

a
m

b
n

a
m

c

 

(2) TM モード ( 0=zH ) 
TE モードで E と H， ωµj− と ωεj を交換して，境界条件 0=zE ( ax   ,0= )， 0=zE  ( b ,0=y )

を課すと，TE モードと同様に次の電磁界成分が導出される。 

y
b

nx
a

mEEz
ππ sinsin0=     )1,( ≥nm    (3.12.a) 

y
b

nx
a

m
a

mEE
c

x
πππ

β
γ sincos02

−
=     (3.12.b) 

y
b

nx
a

m
b

nEE
c

y
πππ

β
γ cossin02

−
=     (3.12.c) 

y
b

nx
a

m
b

nEjH
c

x
πππ

β
ωε cossin02=    (3.12.d) 

 y
b

nx
a

m
a

mEjH
c

y
πππ

β
ωε sincos02

−
=    (3.12.e) 

εµωππγ 2
22

−





+






±=

b
n

a
m

 

(3) 直交性 
TE モードの電磁界は，次の関係（直交性(orthogonality)）を満足する。 
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04 =







∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−
−

=⋅∴
y

H
x

H
y

H
x

HjHE zzzz

c

e
t

e
t β

ωµγ   (3.13) 

TM モードの電磁界は，次の関係を満足する。 
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∂

−
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∂
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t
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04 =







∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂−

=⋅∴
y

E
x

E
y

E
x

EjHE zzzz

c

m
t

m
t β

ωεγ   (3.14) 

 
4.2 円形導波管 
 円筒座標系(cylindrical coordinate system) で Maxwell の方程式を考える。 









∂
∂

−
∂

∂
+







∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

=×∇
θθ

θ
θ

θ r
z

zrz
r

H
r

rH
r

i
r

H
z

Hi
z

HH
r

iH )(11  (3.15) 

(1) TE モード 
Maxwell の方程式で 0=zE とおき，式を zH について式を整理すると次の関係式を得る。 

011 2
2

2

2 =+
∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

zczz HH
r

H
r

r
rr

β
θ

  (3.16) 

)( 222 εµωγβ +=c  

この方程式を， )()( θΘ= rRHz とおいて変数分離法で解くと次の関係式を得る。 

 )(
)(

1)(
)( 2

2
22 θ

θθ
β Θ

Θ
−=+








d
drrR

dr
dr

dr
d

rR
r

c  

2
2

2

222

)(
)(

1

)(
)(

n
d
d

nrrR
dr
dr

dr
d

rR
r

c

−=Θ
Θ

=+







θ
θθ

β
    (3.17) 

式(3.17)より， )(rR と )(θΘ はそれぞれ次の微分方程式を満足しないといけない。 

0)()(1)(
2

2
2

2

2

=







−++ rR

r
n

dr
rdR

rdr
rRd

cβ    (3.18) 

)()( 2
2

2

θθ
θ

Θ−=Θ n
d
d      (3.19) 

式(3.18)はベッセルの微分方程式で，その解は次のように第一種ベッセル関数(the first kind 
Bessel function) )( rJ cn β 及び第二種ベッセル関数 )( rY cn β が候補となる。 

 )()()( rBYrAJrR cncn ββ +=  
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ここで， )( rY cn β は 0=r において∞に発散する(diverge)ので，物理的に適当ではない。 

一方，式(3.19)の解は次のようになる。 

θθθ nDnC sincos)( +=Θ  

θの座標原点を適当に選べば， )(θΘ は一つの関数 θncos で表現できる。 
以上のことから，式(3.16)の解は次のように求まる。 

   cos)(0 θβ nrJHH cnz =      (3.20.a) 

また， zH 以外の電磁界成分は zH によって次のように表される。 

θβ
ωµ

∂
∂−

= z

c
r

H
r

jE 1
2      (3.20,b) 

r
HjE z

c ∂
∂

= 2β
ωµ

θ       (3.20.c) 

r
HH z

c
r ∂

∂−
= 2β

γ       (3.20.d) 

θβ
γ

θ ∂
∂−

= z

c

H
r

H 1
2       (3.20.e) 

 )( 222 εµωγβ +=c  

式(3.20.a)を用いれば， θE は次のようになる。 

θββ
β
ωµ

θ nrJHjE cnc
c

cos)('02=     (3.21) 

ここで，境界条件 ar = で 0=θE を当てはめると， 0)(' =xJn の根を nmq とすれば nmc qa =β とな

る。したがって， cβ 及び伝搬定数γ は次のように定まる。 

a
qnm

c =β       (3.22) 

εµωγ 2
2

−





±=

a
qnm      (3.23) 

(2) TM モード 
TE モードと同様の手順で， )()( θΘ= rREz についての微分方程式から次のように整理される。 

θβ nrJEE cnz cos)(0=      (3.24.a) 

r
EE z

c
r ∂

∂−
= 2β

γ       (3.24.b) 

θβ
γ

θ ∂
∂−

= z

c

E
r

E 1
2       (3.24.c) 

θβ
ωε

∂
∂

= z

c
r

E
r

jH 1
2       (3.24.d) 
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r
EjH z

c ∂
∂−

= 2β
ωε

θ       (3.24.e) 

)( 222 εµωγβ +=c  

このとき， θE は次の式で表される。 

θβ
β
γ

θ nrJE
r
nE cn

c

sin)(02=     (3.25) 

ar = で 0== zEEθ という境界条件を適用すると， 0)( =xJn の根を nmp とすれば nmc pa =β と

なる。すなわち， cβ 及び伝搬定数γ は次のように定まる。 

a
pnm

c =β       (3.26) 

εµωγ 2
2

−





±=

a
pnm      (3.27) 

 
4.3 遮断周波数 
(1) 遮断周波数(cut-off frequency)： 0=γ となる周波数 cω  

cωω > ：γ は純虚数 βγ j= となるので， z 方向に伝搬する電磁界となる 

cωω ≤ ：γ は実数 αγ = となり， z 方向に単調に減衰(decay)し，伝搬しない。すなわ

ち，カットオフ状態となる。 

(2) 遮断波長(cut-off wavelength)： 

εµω
πλ

c
c

2
=       (3.28) 

(3) 伝搬モード(guided mode)： 

- 最も cω の小さいモードを最低次モード(lowest order mode)あるいは基底モード

(fundamental mode)と呼ぶ。 

- ba 2= なる矩形導波管で考えると， cω の小さい順にモードを並べると次のようになる。 

TE10 

TE20、TE01 

TE11、TM11 

TE21、TM21,  ．．．． 

- 円形導波管の場合， cω の小さい順にモードを並べると次のようになる。 

TE11 

TM01 

TE21 

TE01，TM11  ．．．． 


