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回 路 解 析 〜 ( L C R回 路 )	

•  L C R 回 路 (コ ン デ ン サ の 放 電 回 路 ， コ ン デ ン サ
の 充 電 回 路 )の 過 渡 解 析 が 解 け る 。 	

•  キ ル ヒ ホ ッ フ の 電 流 ・ 電 圧 法 則 を 適 用 し て 、
L C R 回 路 の 電 流 ・ 電 圧 を 定 式 化 し て 定 係 数 2
階 線 形 微 分 方 程 式 を 導 け る 。 	

•  さ ら に 、 外 部 電 源 が 非 斉 次 項 に 対 応 す る こ
と が 理 解 で き る 。 	
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目 標 	



1.	 L C R 直 列 接 続 回 路 〜 キ ル ヒ ホ ッ フ の
電 圧 法 則 	

•  右 図 の 直 列 閉 回 路 に お い て 、 	

キ ル ヒ ホ ッ フ の 電 圧 法 則 を 適 用 	

•  回 路 素 子 ご と の 電 圧 は 	

–  イ ン ダ ク タ ： 	

–  抵 抗 ： 　 　 　 　 Ri  

–  コ ン デ ン サ ：  

–  こ れ ら の 総 和 が 、 電 源 電 圧 　 E  = E 0  c os  ω t に 等 し
い と 考 え る こ と に す る 。 	
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L C R 直 列   つ づ き 	
　 　 　 　 　 　 　 で あ る か ら 、 ( 1)式 に 代 入 す る と 	

	

	

初 期 条 件 は 	

	

	

( 1)を 時 間 微 分 す る と 	

	

こ ち ら の 初 期 条 件 は 　 　 　 　 　 　 	,	

–   な お 、 ( 1) よ り 、 	
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2.	 L C R 並 列 接 続 回 路 〜 キ ル ヒ ホ ッ フ の
電 流 法 則 	

•  右 図 の 並 列 閉 回 路 に お い て 、 	

キ ル ヒ ホ ッ フ の 電 流 法 則 を 適 用 	

•  回 路 素 子 に 流 れ る 電 流 は 	

–  イ ン ダ ク タ ： 	

–  抵 抗 ： 　 　 　 　 e /R 

–  コ ン デ ン サ ：  

–  こ れ ら の 総 和 が 、 電 流 源 に よ っ て 与 え ら れ る 電 流 　
I = I0  c os  ω t に 等 し い と 考 え る 。 	
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L C R 並 列   つ づ き 	
　 　 　 　 　 　 　 と お く 。 ( 5)式 に 代 入 す る と 	

	

	

初 期 条 件 は 	

	

	

( 6)を 時 間 微 分 す る と 	

	

こ ち ら の 初 期 条 件 は 　 　 　 　 　 　 	,	

–   式 ( 2), ( 3), ( 6), ( 7)の 本 質 は 同 一 	
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3.  コ ン デ ン サ 放 電 回 路 	

•  コ ン デ ン サ は ス イ ッ チ を 閉 じ る 前 に 電 圧 V 0 に 充 電
さ れ て い る （ 初 期 電 荷  Q 0  = C V 0 ）  

•  ( 3)式 よ り  

–  こ の 特 性 方 程 式 は  

–  こ れ を 解 く と  

–  根 の 実 部 は 必 ず 負 。  
•  最 終 的 に か な ら ず 減 衰 す る 。  

•  無 限 大 に 発 散 す る こ と は あ り 得 な い  
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( 1) 過 制 動 	

•  ル ー ト 内 ＝ 判 別 式 D の 符 号 	

に 応 じ て ３ つ に 分 類 。 	

1.  D  > 0  (R 2  > 4L /C )の と き （ 異 な る 2 実 根 ） 、 	

過 制 動 	

	　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 と お く 。 こ の 時 	
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( 1)過 制 動 　 　 つ づ き 	

•  こ の 時 の 初 期 条 件 は 	

よ っ て c 1  = – c 2 . さ ら に、 こ れ よ り 	

	

	

こ こ で 、 	

	

t = 0 で の 値 を  

 

か ら 考 え て み る 。 	
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( 1)過 制 動 　 　 さ ら に つ づ き 	

•  コ ン デ ン サ の 初 期 電 圧 は V 0 で あ る か ら  

こ れ よ り 、 　 　 　 　 　 　 　 　 と な る こ と が わ か る 。 よ っ て  

 

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 が 求 め 得 る 特 殊 解 と な る 。  

 

　 た だ し 、 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 で あ る 。 	
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( 2) 臨 界 制 動 	
2.  D  = 0  (R 2  = 4L /C )の と き 、 重 根 、 臨 界 制 動 	

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 こ の と き 	

	

	

一 方 初 期 条 件 は 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 よ り  c 1  = 0  

よ っ て 	

	

	

次 に 、 電 流 の 時 間 微 分 の 初 期 条 件 と し て 、 過 減 衰
の 時 と 同 様 に 考 え て 	
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( 2) 臨 界 制 動 　 　 　 つ づ き 	

以 上 よ り 、 	

	

	

と 特 殊 解 が 求 ま っ た 。 	
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( 3) 減 衰 振 動 	
3.  D  < 0  (R 2  < 4L /C )の と き 、 共 役 複 素 解 、 減 衰 振 動 	

	

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 こ の と き 	

	

	

	

	

電 流 の 初 期 条 件 か ら 	

こ れ か ら  c 1  = 0. よ っ て 	
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( 3) 減 衰 振 動 　 　 　 　 つ づ き 	

　 　 　 　 　 　 　 こ れ よ り 	

	

以 上 よ り 	

	

	

　 　 　 　 　 　 　 　 た だ し 　 	
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過 制 動 、 臨 界 減 衰 、 減 衰 振 動 の 電 流
波 形 の 例 	

1 5 	



4.  コ ン デ ン サ 充 電 回 路 	

•  初 期 条 件 と し て 、 初 期 電 荷  q ( 0) = 0, 初 期 電
流  i( 0) = 0. 

–  こ こ で 　 　 　 　 　 で あ る こ と に 注 意 す る と ， 上 の 式 は  

 

と 変 形 で き る 。 こ の 特 殊 解 q sは 、 定 常 を 仮 定 す る と
容 易 に  q s = C E と 求 ま る 。  
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4.  コ ン デ ン サ 充 電 回 路 　 　 つ づ き 	

•  対 応 す る 斉 次 方 程 式 は 	

–  特 性 方 程 式 は 	

–  こ の 解 は 	

–  よ っ て 根 の 実 数 部 分 は 常 に 負 。 ル ー ト 内 D の 符 号
に 応 じ て ３ つ に 分 類 。   
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( 1) 過 制 動 	

1.  D  > 0  (R 2  > 4L /C )の と き （ 異 な る 2 実 根 ） 、 	

過 制 動 	

		

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 と お く 。 こ の 時 	

	

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 よ り 	

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ,　 一 方 	
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( 1) 過 制 動 　 　 　 つ づ き 	

•  よ っ て  

•  こ れ で 任 意 定 数 が 決 定 で き る 。  

•  以 上 か ら 、 以 下 の よ う に 充 電 波 形 が 求 ま っ た 。 	
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( 2) 臨 界 制 動 	

2.  D  = 0  (R 2  = 4L /C )の と き （ 重 根 ） 、 	

臨 界 制 動 	

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 と お く 。 こ の 時 	

	

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 	

と な る 。 	

•  電 荷 初 期 条 件 は 	

•  こ れ か ら 	
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( 2) 臨 界 制 動 　 　 つ づ き 	

•  ま た 、 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 	

•  よ り 、 電 流 初 期 条 件 か ら 	

–   よ っ て 　 	

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　  

•  以 上 ま と め る と 	
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( 3) 減 衰 振 動 	
3.  D  < 0  (R 2  < 4L /C )の と き 、 共 役 複 素 解 、 減 衰 振 動 	

	

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 こ の と き 	

	

	

一 方 、 電 荷 の 初 期 条 件 か ら 	

こ れ か ら   

一 方 、 電 流 は  
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( 3) 減 衰 振 動 　 　 　 つ づ き 	

•  こ れ に 電 流 初 期 条 件 を 適 用 す る と 	

–  こ れ か ら 任 意 定 数 を 決 定 で き て 	

•  以 上 ま と め る と 	
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III  微 分 方 程 式 の 応 用 	  微 分 方 程 式 の 応 用 	
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1 2.  級 数 展 開 法 	

•  級 数 展 開 法 が 理 解 で き る 	

•  正 則 点 、 確 定 特 異 点 の 違 い が 理 解 で き る 	

•  正 則 点 で の 級 数 展 開 法 で 解 け る 	

•  確 定 特 異 点 で の 級 数 展 開 法 で 解 け る 	
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1 2. 1  　 級 数 展 開 法 と は 	

•  微 分 方 程 式 の 解 y が 級 数 解 、 即 ち 次 の よ う な x

の べ き 級 数 で 展 開 さ れ る と 仮 定 す る 。  

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ( 1 2. 1) 

–  こ こ で 、 A n は x の n 乗 の 項 の 係 数 で あ る 。  

•  式 ( 1 2. 1)を 項 別 に 微 分 し て 導 関 数 を 求 め る 。

た と え ば 、 1 次 と 2 次 の 導 関 数 は 、 そ れ ぞ れ  
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　     ( 1 2. 2) 

 

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　     ( 1 2. 3) 

 

と な る 。 次 に 、 こ れ ら を 微 分 方 程 式 に 代 入 し 、 微 分 方 程

式 の 両 辺 で 同 じ べ き 乗 の 項 の 係 数 を 比 較 す る こ と に よ

り 、 べ き 級 数 の 係 数 A n に 関 す る 漸 化 式 を 導 出 し 、 そ れ

を 解 い て A n を 求 め る 。  

•  た だ し 、 こ の 手 法 は 必 ず し も す べ て の 微 分 方 程
式 に 適 用 で き る と は 限 ら な い こ と に 注 意 す る 。 	

	 2 7 	

!y = n A
n
x n − 1

n = 1

∞

∑ = n + 1( ) A
n + 1

x n

n = 0

∞

∑

!!y = n n − 1( ) A
n
x n − 2

n = 2

∞

∑ = n + 2( ) n + 1( ) A
n + 2

x n

n = 0

∞

∑

R e c urr e nt 	f or m ul a	



例 題 1 2. 1 	
を 級 数 展 開 法 で 解 く 。 	

2 8 	

(解 )	

!y + y = 0

x n の 項 の 係 数 が 恒 等 的 に 0 と な る こ と か ら 、

次 の 漸 化 式 の 成 立 が 必 要 十 分 。  

　 　 　 (n  + 1) A n + 1  + A n  = 0 

こ こ で 、 n  + 1を n と 置 き 換 え る と  

　 　 　 n A n  + A n – 1  = 0 

式 ( 1 2. 1), 式 ( 1 2. 2) を 微 分 方 程 式( 1 2. 4)へ 代

入 す る と 、  

( 1 2. 4)	

!y + y = n + 1( ) A
n + 1

x n

n = 0

∞

∑ + A
n
x n

n = 0

∞

∑ = 0



例 題 1 2. 1 	 つ づ き 	

2 9 	

と な る 。 こ れ を 式 ( 1 2. 1)へ 代 入 す る と 、 微 分 方 程

式 ( 1 2. 4)の 一 般 解 は  

 

 

と な る 。 式 ( 1 2. 4)は 1 階 微 分 方 程 式 で あ る の で 、

任 意 定 数 A 0 を 1 つ 含 む 。  

よ っ て 、 　 　 　 　 　 　 　 　 と な る 。 こ の 漸 化 式 を

解 く 。  

A
n
= −

1

n
A

n − 1

A
n
= −

1

n
A

n − 1
= − 1( )

2 1

n

1

n − 1
A

n − 2
= ! = − 1( )

n 1

n !
A

0

y = A
n
x n

n = 0

∞

∑ = A
0

− 1( )
n

n !
x n

n = 0

∞

∑ = A
0

1

n !
− x( )

n

n = 0

∞

∑ = A
0
e x p − x( )



) '* )

•! ( 1 2. 4)

y  = A 0 e x p( – x )

 



級 数 展 開 法 が 適 用 で き な い 例 	

例 題 1 2. 2        x y ’ – y  = x                            ( 1 2. 5) 

を 級 数 展 開 法 を 適 用 す る （ 参 照 ： 例 題 3. 1, 例 題

5. 5 ）  

3 1 	

(解 )	 式 ( 1 2. 1), 式 ( 1 2. 2) を 微 分 方 程 式( 1 2. 5)へ

代 入 す る と 、  

x n + 1( ) A
n + 1

x n

n = 0

∞

∑ − A
n
x n

n = 0

∞

∑ = n + 1( ) A
n + 1

x n + 1

n = 0

∞

∑ − A
n
x n

n = 0

∞

∑

= n A
n
x n

n = 1

∞

∑ − A
n
x n

n = 0

∞

∑ = x



•! x 1

)

 

•! ( 1 2. 5) 3. 1, 

5. 5 y  = x  l o g|x | + C x

l o g x x  = 0 x 

 



1 2. 2   　 正 則 点 で の 級 数 展 開 法 	

•  2 階 線 形 方 程 式  y ”  + p (x )y’  + q (x )y  = 0に お い

て 、 p (x ), q (x ) が 多 項 式 で 表 さ れ る と き 、 点  x  = 

0  は こ の 微 分 方 程 式 の 正 則 点 （ ま た は 通 常

点 ） と い う 。  

•  こ の と き 、 微 分 方 程 式 の 一 般 解 は 以 下 の よ う

に 2 つ の 多 項 式 の 1 次 結 合 で 表 さ れ る 。  

–  こ こ に 、 C 1 と C 2 は 任 意 定 数 で あ る 。  3 3 	

y = C
1

A
n
x n

n = 0

∞

∑ + C
2

B
n
x n

n = 0

∞

∑

P ol y n o mi al 	

R e g ul ar	 p oi nt 	



例 題 1 2. 3 	
を 級 数 展 開 法 で 解 く 。 	

3 4 	

(解 )	

!!y − x !y − y = 0

式 ( 1 2. 1) – ( 1 2. 3)  を 微 分 方 程 式( 1 2. 6)へ 代

入 し 、 各 項 の x の 次 数 を 揃 え る よ う に 変 形 し 、

展 開 係 数 の 漸 化 式 を 求 め る 。  

( 1 2. 6)	

!!y − x !y − y = n + 2( ) n + 1( ) A
n + 2

x n

n = 0

∞

∑ − x n + 1( ) A
n + 1

x n

n = 0

∞

∑ − A
n
x n

n = 0

∞

∑

= n + 2( ) n + 1( ) A
n + 2

x n

n = 0

∞

∑ − n + 1( ) A
n + 1

x n + 1

n = 0

∞

∑ − A
n
x n

n = 0

∞

∑

= n + 2( ) n + 1( ) A
n + 2

x n

n = 0

∞

∑ − n A
n
x n

n = 1

∞

∑ − A
n
x n

n = 0

∞

∑ = 0



例 題 1 2. 3				 つ づ き 	

•  x 0  の 係 数 が 恒 等 的 に ゼ ロ と な る こ と か ら 、  

　 　 2 A 2  – A 0  = 0  と な る 。  

•  次 に 、 x n の 係 数 （ た だ し 、 n  ≥  1)が 恒 等 的 に ゼ
ロ と な る こ と か ら 、 以 下 の 漸 化 式 が 成 立 つ 。  

　 　 (n  + 2)(n  + 1)A n + 2  – n A n  – A n  

　 　 　 　 = ( n  + 1) {(n  + 2)A n + 2  – A n } = 0 

•  従 っ て 、 n  = 0 の 時 も 含 め て 、 以 下 の 漸 化 式
が 成 立 つ 。  

　 　 　 (n  + 2)A n + 2  – A n  = 0 

	
3 5 	



例 題 1 2. 3				 さ ら に つ づ き 	

•  こ こ で 、 n  +  2 を n と 置 き 換 え る と 、 上 式 は
n A n  – A n – 2  = 0 と な り 、 n  ≥  2に お い て  

と な る 。  

•  n  = 2m  (m  ≥  1) の と き  

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 あ る い は  

3 6 	

A
n
=

1

n
A

n − 2

A
n
= A

2 m
=

1

2 m
A

2 m − 2
=

1

2 m ⋅2 m − 1( )
A

2 m − 4
= ! =

1

2 m m !
A

0

=
1

2 m( )!!
A

0



例 題 1 2. 3				 さ ら に つ づ き 	

•  n  = 2m  +  1 ( m  ≥  1) の と き  

 

 

よ っ て 一 般 解 は  

3 7 	

A
n
= A

2 m + 1
=

1

2 m + 1
A

2 m − 1
=

1

2 m + 1( ) 2 m − 1( )
A

2 m − 3

= ! =
1

2 m + 1( ) 2 m − 1( )! 3
A

1
=

1

2 m + 1( )!!
A

1

y = A
0
+ A

1
x + A

0

1

2 m m !
x 2 m

m = 1

∞

∑ + A
1

1

2 m + 1( )!!
x 2 m + 1

m = 1

∞

∑

= A
0

1

2 m m !
x 2 m

m = 0

∞

∑ + A
1
x + A

1

1

2 m + 1( )!!
x 2 m + 1

m = 1

∞

∑



) '* ,((((

•!  

( 1 2. 6) 2

2 A 0 , A 1

= A
0

1

2 m( )!!
x 2 m

m = 0

!

" + A
1

1

2 m + 1( )!!
x 2 m + 1

m = 0

!

"



1 2. 3   　 確 定 特 異 点 で の 級 数 展 開 法	

•  2 階 線 形 方 程 式  y ”  + p (x )y’  + q (x )y  = 0に お い

て 、  

 

•  の よ う に 表 さ れ る と き 、 点  x  = 0  は こ の 微 分

方 程 式 の 確 定 特 異 点 と い う 。  

•  こ の と き 、 微 分 方 程 式 の 一 般 解 は 以 下 の 形

で 表 さ れ る 。  

3 9 	

y = x λ A
n
x n

n = 0

∞

∑

p x( ) =
1

x
P

m
x m

m = 0

∞

∑ , q x( ) =
1

x 2
Q

m
x m

m = 0

∞

∑

( 1 2. 7)	

r e g ul ar	si n g ul ar	 p oi nt	



決 定 方 程 式 	

•  λ は 以 下 の 手 順 で 決 定 す る 。  

–  微 分 方 程 式 の 両 辺 に x 2 を か け た 式  

に 、 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 と 式 ( 1 2. 7)を 代 入  

す る と  

 

 

 

 

が 得 ら れ る 。  4 0 	

x 2 !!y + x p x( ){ } x !y( ) + x 2 q x( ){ } y = 0

x p x( ) = P
m
x m

m = 0

∞

∑ , x 2 q x( ) = Q
m
x m

m = 0

∞

∑

λ + n( ) λ + n − 1( ) A
n
x λ + n

n = 0

∞

∑ + P
m
x m

m = 0

∞

∑
$

%
&&

'

(
)) λ + n( ) A

n
x λ + n

n = 0

∞

∑
*
+
,

-,

.
/
,

0,

+ Q
m
x m

m = 0

∞

∑
#

$
%%

&

'
(( A

n
x λ + n

n = 0

∞

∑
#

$
%%

&

'
(( = 0



決 定 方 程 式 　 　 　 つ づ き 	

–  x の 最 小 次 数 の べ き  x λ  の 係 数 を ゼ ロ と お く こ と か ら  

　 　 　 λ (λ  –  1)  +  P 0 λ  +  Q 0  =  0 

が 得 ら れ る 。  

–   上 記 を 決 定 方 程 式 と い う 。 （ 指 数 を 定 め る 式 ）  

–   こ の と き 、 P 0 , Q 0 は 、  

　 　 　 P 0  = [x p (x )]x  = 0,       Q 0  = [x 2 q (x )]x  = 0  

か ら 求 め ら れ る 。  

–   決 定 方 程 式 の 2 つ の 解 を  λ 1 , λ 2  と す る 。  た だ し、 こ
こ で は 解 は 実 数 で  λ 1  ≥  λ 2  と 仮 定 す る 。  

4 1 	



λ 1  – λ 2   ≠  整 数 	

λ 1  = λ 2  = λ 	

λ 1  – λ 2  = 正 の 整
数 	

y
2
= x

λ 2 B
n
x n

n = 0

∞

∑

y
2
= C y

1
lo g x + x

λ 2 B
n
x n

n = 1

∞

∑

y
2
= C y

1
lo g x + x

λ 2 B
n
x n

n = 0

∞

∑

決 定 方 程 式 　 　 　 さ ら に つ づ き 	
–  こ の と き 、 微 分 方 程 式 の  λ 1  に 対 す る 基 本 解 y 1 は  

と 表 せ る 。 一 方 、 y 1 と 1 次 独 立 な 基 本 解 y 2 は 、 λ 1  – λ 2  の
値 に よ り 形 が 異 な る 。 (導 出 詳 細 略 ： Fr o b e ni u s の 方 法の 方 法 と し て 有 名 )  

4 2 	

y
1
= x

λ 1 A
n
x n

n = 0

∞

∑

表 1 2. 1  1 次 独 立 な 基 本 解 y 2 の 形   (C は 定 数 )	



ま と め ： 本 日 の 確 認 事 項 	

•  L C R 回 路 (コ ン デ ン サ の 放 電 回 路 ， コ ン デ ン サ の 充
電 回 路 )の 過 渡 解 析 が 解 け る 。 	

•  キ ル ヒ ホ ッ フ の 電 流 ・ 電 圧 法 則 を 適 用 し て 、 L C R 回
路 の 電 流 ・ 電 圧 を 定 式 化 し て 定 係 数 2 階 線 形 微
分 方 程 式 を 導 け る 。 	

•  さ ら に 、 外 部 電 源 が 非 斉 次 項 に 対 応 す る こ と が
理 解 で き る 。 	

•  級 数 展 開 法 が 理 解 で き る 	

•  正 則 点 、 確 定 特 異 点 の 違 い が 理 解 で き る 	

•  正 則 点 で の 級 数 展 開 法 で 解 け る 	

•  確 定 特 異 点 で の 級 数 展 開 法 で 解 け る 	

	

4 3 	




