
8.  変 数 係 数2 階 線 形 斉 次 方 程 式 	

•  2 階 線 形 斉 次 方 程 式 を 解 く 手 順 が 理 解 で き る 	

•  基 本 解 の 一 つ が べ き 関 数 の 場 合 に 一 般 解 を
求 め ら れ る 	

•  基 本 解 の 一 つ が 指 数 関 数 の 場 合 に 一 般 解 を
求 め ら れ る 	

•  定 数 変 化 法 で 1 つ の 基 本 解 か ら 一 般 解 が 導 け
る 	
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8. 1  　2 階 線 形 斉 次 方 程 式 を 解 く 手 順 	

•  2 階 線 形 斉 次 方 程 式  

　 　 　 y ” + p (x ) y’  + q’ (x ) y = 0   ( 8. 1) 

 

は 、 以 下 の 手 順 で 解 く こ と が で き る 。  

 

1.   基 本 解 の 1 つ を 求 め る 。  

–   定 数 係 数 の 場 合 は 7 章 の 通 り 、 特 性 方 程 式 を 用
い て 解 く こ と が で き る 。 変 数 係 数 の 場 合 に は 一
般 的 解 法 は な い 。  

C h ar a ct eris / c 	e q u a / o n 	



‒   た と え ば 、 基 本 解 の 関 数 形 を y  = x m  あ る い は y  = 

e x p  (m x )と 仮 定 し て 斉 次 方 程 式 ( 8. 1)に 代 入 し 、

解 と な る 定 数 m が 決 ま る か ど う か 検 討 す る 。  

2.   1. で 求 め た 基 本 解 を 用 い て 、 2 階 線 形 斉 次 方
程 式 を と く 。 	

–  こ ち ら は 、 定 数 変 化 法定 数 変 化 法 に よ り 機 械 的 に 行 う こ と が
可 能 で あ る 。 	

3 	

V ari a / o n 	of 	c o nst a nts 	



8. 2   基 本 解 の 関 数 形 がy  = x m と な る 例 	

•  斉 次 方 程 式 ( 8. 1)に お い て 、 p (x )と q (x )が  

　 　 　 　 m (m  – 1) + m x p (x ) + x 2 q (x ) = 0 

を 満 足 す る と き 、 基 本 解 の 関 数 形 は  

 y  = x m  

と な る 。 こ れ は 以 下 の よ う に 確 認 で き る 。  

 y  = x m と お く と 、 y’  = m x m – 1 , y ”  = m (m  – 1)x m – 2 で あ る
か ら 、  

y ” + p (x )y’ + q (x )y  = m (m  – 1) x m – 2  + m x m – 1 p (x ) + x m q (x ) 

= x m – 2  {m (m  – 1) + m x p (x ) + x 2  q (x ) } = 0 と な る 。 	

4 	



!" % y  = x m

6 7 p x( ) =
x

x + 1
, q x( ) = !

1

x + 1

= m ! 1( ) m + x 2

x + 1

 

 
m  = 1 m (m  – 1) + m x p (x ) + x 2 q (x ) = 0 

y  = x 1  = x

m  m � 1( ) + m x p x( ) + x 2 q x( ) = m  m � 1( ) + m x
x

x + 1
+ x 2 �

1

x + 1

�

�
�

�

�
�

��y +
x

x + 1
�y �

1

x + 1
y = 0



8. 3   基 本 解 の 関 数 形 がy  = e x p (m x )と
な る 例 	

•  斉 次 方 程 式 ( 8. 1)に お い て 、 p (x )と q (x )が  

　 　 　 　 m 2  + m p (x ) + q (x ) = 0 

を 満 足 す る と き 、 基 本 解 の 関 数 形 は  

 y  = e x p (m x ) 

と な る 。 こ れ は 以 下 の よ う に 確 認 で き る 。  

 y  = e x p (m x ) と お く と 、 y’  = m e x p (m x ), y ”  = m 2  e x p (m x )
で あ る か ら 、  y ” + p (x )y’ + q (x )y  = 

m 2 e x p( m x ) + m p (x )e x p (m x ) + q (x )e x p (m x ) 

= e x p (m x ) {m 2  + m p (x ) + q (x ) } と な る の で 、 m 2  + m p (x ) 
+ q (x ) = 0の と き 、 y ” + p (x ) y’  + q’ (x ) y =  0 と な る 。  6 	
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8. 4 		1 つ の 基 本 解 か ら 2 階 線 形 斉 次 方
程 式 を 解 く 方 法 	

•  8. 2 – 8. 3 節 で 述 べ た い ず れ か の 方 法 に よ り 求 め ら れ
た 1 つ の 基 本 解 y 1 か ら 、 2 階 線 形 斉 次 方 程 式 を 定 数
変 化 法

定 数
変 化 法 で 解 く 。  

•  基 本 解基 本 解 y 1 の 係 数 をの 係 数 を x の 未 知 関 数の 未 知 関 数 c (x )と 置 き 換 え てと 置 き 換 え て  

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 y  = c y 1 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ( 8. 2) 
と し て 微 分 方 程 式 ( 8. 1)を 解 く 。  

•  2 つ の 関 数 c と y 1 は と も に x の 関 数 で あ る こ と に 留 意 す
れ ば 、 y の 1 階 、 2 階 導 関 数 は そ れ ぞ れ  

　 　 　 　 　 　 y’  = c’ y 1  + c y 1 ’　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ( 8. 3) 

　 　 　 　 　 　 y ”  = c ” y 1  + 2c’ y 1 ’ + c y 1 ” 　 　 　 　 　 　  ( 8. 4) 

　 　 と な る 。 式 ( 8. 2) – ( 8. 4)を 式 ( 8. 1)に 代 入 し 整 理 す る 。  
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8. 4   　 　 　 　 　 つ づ き 	

(c ” y 1  + 2c’ y 1 ’ + c y 1 ” ) + (c’ y 1  + c y 1 ’)p (x ) + c y 1 q (x ) = 0 

よ り  

c { y 1 ”  + p (x )y 1 ’ + q(x )y 1 } + { c ” y 1  + 2c’ y 1 ’ + c’ y 1 p (x ) } = 0 

と な る 。 こ こ に 、 y 1 は 2 階 線 形 斉 次 方 程 式 ( 8. 1)の 解 で あ る
の で 、 左 辺 第 １ 項 は y 1 ”  + p (x )y 1 ’ + q(x )y 1  = 0と な る 。  

ま た 、 左 辺 第 ２ 項 中 の 各 項 を y 1 で 割 る と 共 に 整 理 す る と  

 

 

と な る 。 こ の 方 程 式 は c’  = v と お く こ と で  
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8. 4   　 　 　 　 　 さ ら に つ づ き 	

•  と な り 、 v に 関 す る 1 階 変 数 分 離 形 微 分 方 程 式
と み な せ る 。 以 下 の よ う に 容 易 に 解 け る 。 	

•  こ こ で 、 |y 1 |
– 2  =  y 1

– 2  で あ る こ と に 留 意 す る と 、 	
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8. 4   　 　 　 　 　 さ ら に つ づ き 	

•  た だ し  C 2  = ± e x p  C 2 0 で あ る 。 も う 一 回 x で 積 分 す
る と 	

•  よ っ て 、 一 般 解 y は 	

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ( 8. 5) 

と 求 ま っ た 。  
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8. 4   　 　 　 　 　 さ ら に つ づ き 	

•  式 ( 8. 1)は 2 階 微 分 方 程 式 で あ る の で 、 そ の 一 般
解 C 1 y 1  + C 2 y 2 は 2 つ の 任 意 定 数 C 1 と C 2 を 含 む 。  

•  な お 、 y 1 と は 異 な る も う 一 つ の 基 本 解 y 2 は 、 式
( 8. 5)の 第 １ 項 か ら  

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ( 8. 6) 

 

　 と な る 。  
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•  が キ ャ ン セ ル さ れ る 。 	

•  と な る の で 、 c’ = v と お く と 、 	

•  と な る 。 こ の 式 は 	
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2

x + 1

x 2
e x p − x( ) d x∫ = C

2

e x p − x( )
x

+ C
1

•  と 変 形 で き る 。 両 辺 を x で 積 分 す る と 	
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e x p − x( )と な る 。 こ こ に 、 C 2  = ∓  e x p  C 2 0 で あ る 。 	

も う 一 回 上 式 を 積 分 す る と 	
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•  と な る 。 こ の 変 形 は 次 の 部 分 積 分 	

•  で 右 辺 の 第 ２ 項 を 左 辺 に 移 項 す る と 導 出 で き
る 。 よ っ て 一 般 解 は 	

　  と な る 。 	

•  一 方 、 公 式 ( 8. 6)を そ の ま ま 使 う と 、 　 　 　 　 　 　 　 　 　
で あ る か ら 、 も う 一 つ の 基 本 解 は 	
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9. 	2 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 	

•  2 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 の 意 味 が 理 解 で き る 	

•  定 数 変 化 法 に よ り 2 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 が 解
け る 	

1 8 	
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9. 1  　2 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 と は 	

•  2 階 線 形 方 程 式  

　 　 　 y ” + p (x ) y’  + q (x ) y = r(x )   ( 9. 1) 

 

に お い て 、 r(x ) ≠  0 で あ る 方 程 式 を 2 階 線 形 非 斉
次 方 程 式 (ま た は 2 階 線 形 非 同 次 方 程 式 )と い う 。 	

	

ま た 、 r(x )を 非 斉 次 項 と い う 。  



9. 2 		定 数 変 化 法 に よ る 解 き 方 	

•  2 階 線 形 斉 次 方 程 式  

　 　 　 y ” + p (x ) y’  + q (x ) y = 0  　 　 　 　 ( 9. 2) 

の 一 般 解 は 、 2 つ の 基 本 解 y 1 と y 2 を 用 い て 、 y  = 
C 1 0 y 1  + C 2 0 y 2 で 表 さ れ る 。  

•  こ の 式 に お い て 、 2 つ の 任 意 定 数 C 1 0 と  C 2 0 を 2
つ の x の 未 知 関 数 c 1 と c 2 で 置 き 換 え 、  

　 　 　 y  = c 1 y 1  + c 2 y 2  　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ( 9. 3) 

と し て 2 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 ( 9. 1)を 解 く 。 こ こ で は 、 y 1

と y 2 の 関 数 形 を 既 知 と す る の で 、 2 つ の 未 知 関 数 c 1 と c 2

が 求 ま れ ば 良 い 。 	
2 0 	



•  そ の た め に 、 c 1 と c 2 に 関 す る 2 つ の １ 次 方 程 式
を 導 出 す る 。  

•  4 つ の 関 数 c 1 , c 2 , y 1  ,y 2 が x の 関 数 で あ る こ と に
注 意 す る と 、 y の 1 階 導 関 数 は  

　 　 　 　 y’  = c 1 ’ y1  + c 2 ’ y2  + c 1 y 1 ’ + c 2 y 2 ’ 

　 と な る 。  

•  こ こ で 、 以 下 の 計 算 を 簡 単 に す べ く 、 c 1 ’と
c 2 ’に 関 す る 1 次 方 程 式 の 1 つ と し て 、  

　 　 　 　 c 1 ’ y1  + c 2 ’ y2  = 0 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ( 9. 4) 

　 と 与 え て 導 出 を 進 め る 。 　 	
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•  こ れ に よ り 式 ( 9. 3)の 1 階 導 関 数 は 　 　 	

　 　 　 　 y’  = c 1 y 1 ’ + c 2 y 2 ’　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ( 9. 5) 

　 と 簡 潔 に な り 、 式 ( 9. 3)の 2 階 導 関 数 は  

　 　 　 　 y ”  = c 1 y 1 ”  + c 2 y 2 ”  + c 1 ’ y1 ’ + c 2 ’ y2 ’　 ( 9. 6) 

と な っ た 。 式 ( 9. 3), ( 9. 5), ( 9. 6)を 式 ( 9. 1)に 代 入 し 整 理 す
る 。  

(c 1 y 1 ”  + c 2 y 2 ”  + c 1 ’ y1 ’ + c 2 ’ y2 ’) + (c 1 y 1 ’ + c 2 y 2 ’) p(x ) 

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 + ( c 1 y 1  + c 2 y 2 ) q (x ) = r(x ) 

よ り 、  

c 1 { y 1 ”  + p (x )y 1 ’ + q (x ) y1 } + c 2 { y 2 ”  + p (x )y 2 ’ + q (x ) y2 } 

 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 + ( c 1 ’ y 1 ’ + c 2 ’ y 2 ’) = r(x ) 

と な る 。  
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•  こ こ で 、 y 1 と y 2 は 対 応 す る 2 階 線 形 斉 次 方 程 式
( 9. 2)の 解 で あ る の で 、 左 辺 第 1 – 2 項 は と も に
ゼ ロ と な る 。 よ っ て  

　 　 　 　 　 　 c 1 ’ y1 ’ + c 2 ’ y2 ’ = r(x )　 　 　 　 　 ( 9. 7) 

　 と な り 、 c 1 ’と c 2 ’に 関 す る 式 が も う 一 つ 得 ら れ た 。  

•  式 ( 9. 4)と 式 ( 9. 7)を 連 立 さ せ て c 1 ’と c 2 ’を 解 く と 、  

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 と な る 。  
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•  そ れ ぞ れ x で 積 分 す る と 	

•  こ こ に 、 C 1 と C 2 は 任 意 定 数 で あ る 。 よ っ て 非 斉
次 方 程 式 の 一 般 解 は 	

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ( 9. 8) 

と な る 。 	
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•  式 ( 9. 2)は 2 階 微 分 方 程 式 で あ る の で 、 そ の 一

般 解 ( 9. 8)は 2 つ の 任 意 定 数 C 1 と C 2 を 含 む 。  

•  式 ( 9. 8)の 右 辺 の 第 1 項 と 第 2 項 は 非 斉 次 方 程

式 の 特 殊 解 で あ る 。  

•  ま た 、 第 3 項 と 第 4 項 は 対 応 す る 斉 次 方 程 式

( 9. 2)の 一 般 解 で あ る 。 	
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例 題 9. 1 	 を 解 く 。 	
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(解 )	 対 応 す る 斉 次 方 程 式 	

y 1  = x と  y 2  = e x p ( – x )で あ る 。 よ っ て ロ ン ス キ ア

ン  w は  

 

 

 

と な る 。 ま た 、 r(x ) = x  + 1で あ る の で 、 	
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x + 1
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1
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y = 0

の 2 つ の 基 本 解 は 、 例 題 8. 3 で 示 し た よ う に 	

w =
x e x p − x( )
1 − e x p − x( )

= − x e x p − x( ) − e x p − x( ) = − x + 1( ) e x p − x( )

!!y +
x

x + 1
!y −

1

x + 1
y = x + 1
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− y
1

r x( ) y
2

w
d x∫ = − x

x + 1( ) e x p − x( )
− x + 1( ) e x p − x( )

d x =∫ x d x∫

= x x + C
1( ) = x 2 + C

1
x

y
2

r x( ) y
1

w
d x∫ = e x p − x( )

x + 1( ) x

− x + 1( ) e x p − x( )
d x∫

= − e x p − x( ) x e x p x d x∫
= − e x p − x( ) x − 1( ) e x p x + C

2{ }
= − x + 1 − C

2
e x p − x( )

例 題 9. 1 　 　 　 続 き 	



;" %

•!  

y  = (x 2  + C 1 x ) + { – x  + 1 – C 2  e x p( – x ) } 

   = x 2  – x  + 1 + C 1 x  – C 2  e x p( – x ) 

•! C 2 C 2

x
 

•! y  = x 2  + 1 + C 1 0 x  + C 2 0 e x p( – x )
C 1 0  = C 1  – 1, C 2 0  = – C 2



例 題 9. 2 	
y ” – ( A 1  + A 2 )y’ + A 1 A 2 y  = e x p (B x )を
解 く 。 た だ し A 1 , A 2 , B は 定 数 で あ る が 、
A 1  ≠  B , A 2  ≠  B , A 1  ≠  A 2 で あ る 。 	

2 9 	

(解 )	 対 応 す る 斉 次 方 程 式 y ” – ( A 1  + A 2 )y’ + A 1 A 2 y  

= 0 の 2 つ の 基 本 解 は 式 ( 7. 9)に 示 さ れ て い る

通 り 、 y 1  = e x p (A 1 x ), y 2  = e x p (A 2 x )で あ る 。 よ っ

て ロ ン ス キ ア ン は 	

w =
e x p ( A

1
x ) e x p ( A

2
x )

A
1
e x p ( A

1
x ) A

2
e x p ( A

2
x )

= A
2
e x p A

1
+ A

2( ) x{ } − A
1
e x p A

1
+ A

2( ) x{ }
= A

2
− A

1( ) e x p A
1
+ A

2( ) x{ }



例 題 9. 2    つ づ き 	

と な る 。 ま た 、 r(x ) = e x p (B x )で あ る の で 、 	

3 0 	

− y
1

r x( ) y
2

w
d x∫ = − e x p A

1
x( )

e x p B x( ) e x p A
2
x( )

A
2
− A

1( ) e x p A
1
+ A

2( ) x{ }
d x∫

= −
e x p A

1
x( )

A
2
− A

1

e x p B − A
1( ) x{ } d x∫

= −
e x p A

1
x( )

A
2
− A

1

e x p B − A
1( ) x{ }

B − A
1

+ C
1 0

"

#

$
$

%

&

'
'

= −
e x p B x( )

A
2
− A

1( ) B − A
1( )

−
C

1 0
e x p A

1
x( )

A
2
− A

1



例 題 9. 2    さ ら に つ づ き 	

と な る 。 従 っ て 、 一 般 解 は 	

3 1 	

y
2

r x( ) y
1

w
d x∫ = e x p A

2
x( )

e x p B x( ) e x p A
1
x( )

A
2
− A

1( ) e x p A
1
+ A

2( ) x{ }
d x∫

=
e x p B x( )

A
2
− A

1( ) B − A
2( )

+
C

2 0
e x p A

2
x( )

A
2
− A

1

y = −
e x p B x( )

A
2
− A

1( ) B − A
1( )

−
C

1 0
e x p A

1
x( )

A
2
− A

1

"
#
$

%$

&
'
$

($

+
e x p B x( )

A
2
− A

1( ) B − A
2( )

+
C

2 0
e x p A

2
x( )

A
2
− A

1

"
#
$

%$

&
'
$

($
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y =
! B ! A

2( ) + B ! A
1( )

A
2
! A

1( ) B ! A
1( ) B ! A

2( )
e x p B x( )

!
C

1 0
e x p A

1
x( )

A
2
! A

1

+
C

2 0
e x p A

2
x( )

A
2
! A

1

=
1

B ! A
1( ) B ! A

2( )
e x p B x( ) + C

1
e x p A

1
x( ) + C

2
e x p A

2
x( )

C
1
= !

C
1 0

A
2
! A

1

,C
2
=

C
2 0

A
2
! A

1



例 題 9. 3 	 y ” – ( A 1  + A 2 )y’ + A 1 A 2 y  = e x p (A 1 x )を
解 く 。 た だ し A 1 , A 2 は 定 数 で あ る が 、
A 1  ≠  A 2 で あ る 。 	

3 3 	

(解 )	 こ の 例 は 、 例 題 9. 2 に お い て 、 非 斉 次 項 の 指

数 関 数 の 引 数 の 係 数 A 1 が 特 性 方 程 式 の 解

の 1 つ に 等 し い 場 合 で あ る 。  

　 ロ ン ス キ ア ン は 、 例 題 9. 2 と 同 じ く 	

w = A
2
− A

1( ) e x p A
1
+ A

2( ) x{ }
と な る 。 ま た 、 r(x ) = e x p (A 1 x )で あ る の で 、 	



例 題 9. 3    つ づ き 	

3 4 	

− y
1

r x( ) y
2

w
d x∫ = − e x p A

1
x( )

e x p A
1
x( ) e x p A

2
x( )

A
2
− A

1( ) e x p A
1
+ A

2( ) x{ }
d x∫

= −
e x p A

1
x( )

A
2
− A

1

d x∫ = −
e x p A

1
x( )

A
2
− A

1

x + C
1 0( )

= −
x e x p A

1
x( )

A
2
− A

1

−
C

1 0
e x p A

1
x( )

A
2
− A

1

,

y
2

r x( ) y
1

w
d x∫ = e x p A

2
x( )

e x p A
1
x( ) e x p A

1
x( )

A
2
− A

1( ) e x p A
1
+ A

2( ) x{ }
d x∫



例 題 9. 3    さ ら に つ づ き 	

と な る 。 従 っ て 、 一 般 解 は 	

3 5 	

=
e x p A

2
x( )

A
2
− A

1

e x p A
1
− A

2( ) x{ } d x∫

y = −
x e x p A

1
x( )

A
2
− A

1

−
C

1 0
e x p A

1
x( )

A
2
− A

1

"
#
$

%$

&
'
$

($
+ −

e x p A
1
x( )

A
2
− A

1( )
2
+

C
2 0

e x p A
2
x( )

A
2
− A

1

"

#
$

%$

&

'
$

($

=
e x p A

2
x( )

A
2
− A

1

e x p A
1
− A

2( ) x{ }
A

1
− A

2

+ C
2 0

"

#

$
$

%

&

'
'

= −
e x p A

1
x( )

A
2
− A

1( )
2
+

C
2 0

e x p A
2
x( )

A
2
− A

1

=
1

A
1
− A

2

x e x p A
1
x( ) + C

1
e x p A

1
x( ) + C

2
e x p A

2
x( )
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C
1
= !

C
1 0

A
2
! A

1

!
1

A
2
! A

1( )
2
,C

2
=

C
2 0

A
2
! A

1

•!

;" # $

$

$

$

x $

– ! % % < <+ : 9

1

B ! A
1( ) B ! A

2( )
e x p B x( )

1

A
1
! A

2

x e x p A
1
x( )



ま と め ： 本 日 の 確 認 事 項 	

3 7 	

•  変 数 係 数 の 2 階 線 形 斉 次 方 程 式 を 解 く 手 順 が 理 解 で き

る 	

•  基 本 解 の 一 つ が べ き 関 数 の 場 合 に 一 般 解 を 求 め ら れ る 	

•  基 本 解 の 一 つ が 指 数 関 数 の 場 合 に 一 般 解 を 求 め ら れ

る 	

•  定 数 変 化 法 で 1 つ の 基 本 解 か ら 一 般 解 が 導 け る 	

•  2 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 の 意 味 が 理 解 で き る 	

•  定 数 変 化 法 に よ り 2 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 が 解 け る 	




