
7.  定 係 数2 階 線 形 斉 次 方 程 式 	

•  定 係 数 2 階 線 形 斉 次 方 程 式 の 意 味 が 理 解 で き る 	

•  定 係 数 2 階 線 形 斉 次 方 程 式 の 特 性 方 程 式 が 導
け る 	

•  特 性 方 程 式 が 異 な る 2 つ の 解 を 持 つ 場 合 に つ い
て 一 般 解 を 求 め ら れ る 	

•  特 性 方 程 式 が 2 重 解 を 持 つ 場 合 に つ い て 一 般 解
を 求 め ら れ る 	
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7. 1  　 定 係 数2 階 線 形 斉 次 方 程 式 と は 	

•  2 階 線 形 斉 次 方 程 式  y ” + p (x ) y’  + q’ (x ) y = 0
に お い て 、 係 数 p (x )と q (x )が そ れ ぞ れ 定 数 P と
Q に な っ て い る 方 程 式  

　 　 　 y ” + P y ’ + Q y  = 0　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ( 7. 1) 

を 定 係 数 2 階 線 形 斉 次 方 程 式 と い う 。  

•  ま た 、 式 ( 7. 1)と 同 じ 係 数 を 持 つ λ に 関 す る 2 次
方 程 式  

　 　 　 λ 2  + P λ  + Q  = 0　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ( 7. 2) 

を 微 分 方 程 式 ( 7. 1)の 特 性 方 程 式 と い う 。  
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7. 2   特 性 方 程 式 が異 な る 2 つ の 解 を
持 つ 場 合 	

•  特 性 方 程 式 ( 7. 2)が 2 つ の 解 A 1 と A 2 を 持 つ こ と か
ら  

　 　 　 λ 2  + P λ  + Q = (λ  – A 1 ) (λ  – A 2 ) 

　 　 　 　 　 　 　   　 　 　 = λ 2  – (A 1  + A2 )λ  + A 1 A 2  = 0 

と な る 。 係 数 を 比 較 す る と 、 2 次 方 程 式 の 解 と 係
数 の 関 係 　 P  = – (A 1  + A2 ), Q  = A 1 A 2  が 得 ら れ
る 。 よ っ て 、 微 分 方 程 式 ( 7. 1)は  

　 　 y ”  – (A 1  + A2 ) y’ + A 1 A 2 y = 0 

と な る 。 こ の 微 分 方 程 式 は 	 3 	



　 　 　 　 (y’  – A 2 y )’ = A 1 (y’  – A 2 y )　 　 　 　 　 　 ( 7. 4) 

　 　 　 　 (y’  – A 1 y )’ = A 2 (y’  – A 1 y )　 　 　 　 　 　 ( 7. 5) 

の 2 通 り に 書 き 換 え ら れ る 。  

•  式 ( 7. 4)は 、 y’  – A 2 y  = u  と お く と 、 1 階 斉 次 方 程 式  

　 　 　 　 　 u’ = A 1  u 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ( 7. 6) 

と な る 。 こ の 式 は 　 　 　 　 　 で あ る の で 、 そ の 一  

般 解 は 例 題 2. 1 で 示 し た よ う に  

u  = C 1 0  e x p (A 1 x ) と な る 。 u  = y’  – A 2 y  で あ る の で  

　 　 　 　 　 y’  – A 2 y  = C 1 0 e x p( A 1 x )　 　 　 　 　  ( 7. 7) 

が 得 ら れ る 。 式 ( 7. 5)も 同 様 に し て  
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　 　 　 　 y’  – A 1 y  = C 2 0 e x p( A 2 x )　 　 　 　 　 　 　 　 ( 7. 8) 

が 得 ら れ る 。 式 ( 7. 7)の 両 辺 か ら 式 ( 7. 8)の 両 辺 を

相 減 じ て y’ を 消 去 し 、 A 1  – A 2  (≠  0)で 割 る と  

 

 

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ( 7. 9) 

と な る 。 式 ( 7. 3)は 2 階 微 分 方 程 式 で あ る の で 、 そ

の 一 般 解 ( 7. 9)は 2 つ の 任 意 定 数 C 1 と C 2 を 含 む 。  
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•  な お 、 特 性 方 程 式 ( 7. 2)の 2 つ の 解 が 互 い に 共 役

な 複 素 解  A 1  = A  + Bi  と  A 2  = A  – Bi の 場 合 、  

一 般 解 ( 7. 9)は 次 の よ う に 実 数 の 解 に 変 形 が 可

能

実 数 の 解 に 変 形 が 可

能 で あ る 。  

　 　 y  = C 1 e x p {( A  + Bi )x } + C 2 e x p {( A  – Bi )x } 

　 　 　 = e x p (A x ) {C 1 e x p( Bi x ) + C 2 e x p( – Bi x ) } 

　 　 　 = e x p (A x ) {C 1 B c o s( B x ) + C 2 B si n( B x ) }  ( 7. 1 0) 
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テ キ ス ト 補 足 〜 ( 7. 1 0)に 関 し て 	

•  1 1 章 ま で の 範 囲 の 常 微 分 方 程 式 で は 、 定 義
域 ・ 値 域 と も 、 実 数 の 関 数 を 扱 っ て い る 。  

•  も ち ろ ん 、 7 章 の 議 論 で 、 複 素 数 を 用 い て も 全
く 問 題 は な い 。  
–  問 題 が ( 7. 1)の 形 な ら 、 大 域 解 と し て 複 素 変 数 に

拡 張 が 可 能 (説 明 略 ) 

•  が 、 最 終 解 答 は 、 で き る だ け 実 数 の 形 で 書 く
の が 適 切  
–  見 通 し が 良 い し 、 解 り や す い 。  

–  E ul er の 公 式 は も ち ろ ん 使 え る 。 任 意 定 数 も 複 素
数 と し て 、 最 終 結 果 を 実 数最 終 結 果 を 実 数 と す る 。 ( 7. 1 0)参 照 	 7 	



テ キ ス ト 補 足 〜 ( 7. 1) –( 7. 9)の 議 論 に つ い て 	

•  テ キ ス ト の 変 形 、 く ど い と 感 じ る か も し れ な い 。 	

–  以 下 の 方 が 理 解 し や す い か も 。 	

•  線 形 斉 次 方 程 式 ( 7. 1)の 解 と し て  y  = e x p (λ x )を
仮 定 し て 代 入 す る 。  

　 　 λ 2 e x p( λ x ) + λ P e x p (λ x ) + Q e x p (λ x ) = 0 

と な る 。 上 式 に e x p ( –λ x ) を か け る と 、 直 ち に 特
性 方 程 式  

 λ 2  + P λ  + Q  = 0　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ( 7. 2) 

が 得 ら れ る 。 	
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•  す な わ ち 、 特 性 方 程 式 ( 7. 2)の 解 A が 求 ま れ ば 、

e x p (A x )は 与 式 ( 7. 1)の 基 本 解 の 一 つ基 本 解 の 一 つ 。  

–  2 次 方 程 式 で あ る か ら 、 重 解 で な け れ ば 、 異 な る 2

つ の 解 A 1 , A2  (A 1  ≠  A 2 )が ( 7. 2)か ら 得 ら れ る 。  

–  こ の 場 合 、 e x p (A 1 x )と e x p (A 2 x )は 1 次 独 立 な 基 本

解 で あ る 。 (例 題 9. 2 参 照 ) 

•  式 ( 7. 1)は 、 線 形 斉 次 な の で 、 1 次 独 立 な 基 本

解 の 線 形 結 合 が 、 直 ち に 一 般 解 を 与 え る こ と

と あ る 。 す な わ ち 、 ( 7. 1)の 一 般 解 は  

　 　 y  = C 1  e x p (A 1 x ) + C 2  e x p (A 2 x )       ( 7. 9) 

と な る 。  
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•  従 っ て 、 特 性 方 程 式 の 根 が 重 解 で な い 限 り は 、

容 易 に 定 係 数 線 形 斉 次 方 程 式 の 一 般 解 を 求

め る こ と が で き る 。  

–  こ の 議 論 は 、 3 階 以 上 の 高 階 の 線 形 斉 次 微 分 方 程

式 に も 拡 張 で き る 。  

–  特 性 方 程 式 の 根 を A 1 , A 2 , …,  A n と す る と 、 e x p (A 1 x ), 

e x p (A 2 x ), …, e x p (A n x )は 1 次 独 立 な 基 本 解 を 与 え る 。    

•  重 解 の 場 合 に つ い て は 、 7. 3 節 で 検 討 し よ う 。 	
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7. 3   特 性 方 程 式 が2 重 解重 解 を 持 つ 場 合 	

•  特 性 方 程 式 ( 7. 2)が 2 重 解 A を 持 つ 場 合 に は 、
式 ( 7. 2)は  

•  と な る 。 係 数 を 比 較 す る と 、 2 次 方 程 式 の 解 と
係 数 の 関 係  P  = – 2A , Q  = A 2 が 得 ら れ る 。
よ っ て 微 分 方 程 式 ( 7. 1)は  

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ( 7. 1 1) 

と な る 。 こ の 微 分 方 程 式 は  

　 　 　 　 　 (y’  – Ay )’ = A (y’  – Ay ) 

に 書 き 換 え ら れ る 。  1 4 	

λ 2 + P λ + Q = λ − A( )
2

= λ 2 − 2 A λ + A 2 = 0

!!y − 2 A !y + A 2 y = 0



•  こ の 微 分 方 程 式 の 一 般 解 は 、 式 ( 7. 6)と 同 じ よ

う に 解 く と 、 u  = C 1  e x p (A x )と な る 。 す な わ ち 、  

　 　 　 y’  – Ay  = C 1  e x p (A x )　 　 　 　 　 　 　 ( 7. 1 2) 

と な る 。 こ の 式 は 1 次 線 形 非 斉 次 方 程 式 で あ

る の で 、 6. 2 節 で 説 明 し た よ う に 定 数 変 化 法 に

よ り 以 下 の 様 に 解 け る 。  

–   対 応 す る 斉 次 方 程 式 は y’  – Ay  = 0 す な わ ち y’  = 

Ay で あ る の で 、 ま ず は 斉 次 の 一 般 解 が  y  = C 1 0  

e x p (A x )と 求 ま る 。 そ こ で 、 C 1 0 を x の 未 知 関 数   c 

と 置 き 換 え 、 y  = c  e x p (A x )と お く 。  
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•  こ れ を 非 斉 次 方 程 式 ( 7. 1 2)に 代 入 す る と  

 

•  こ れ を 積 分 す れ ば 　 c  = C 1 x  + C 2 　 を 得 る 。  

•  こ れ よ り 一 般 解 と し て 	

　 　 y  = (C 1 x  + C 2 ) e x p (A x )　 　 　 　 　 　 　 ( 7. 1 3) 

が 得 ら れ た 。  

•  式 ( 7. 1 1)は 2 階 微 分 方 程 式 で あ る の で 、 そ の
一 般 解 ( 7. 1 3)は 2 つ の 任 意 定 数 C 1 と C 2 を 含 む 。  
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テ キ ス ト 補 足 〜 ( 7. 1 1) –( 7. 1 3)の 議 論 に つ い て 	

•  重 解 の 場 合 の 一 般 解 と し て 、 定 数 変 化 法 で

の 導 出 が 示 さ れ て い る 。  

–  こ こ ま で 見 て き た よ う に 、 L a gr a n g e に よ っ て 見 出 さ

れ た 定 数 変 化 法 は 、 微 分 方 程 式 の 様 々 な 場 面 に

お い て 非 常 な 威 力 を 発 揮 す る 。  

1 8 	



補 足 つ づ き 	

•  重 解 A の 場 合 で も 、 第 １ の 基 本 解 が e x p (A x )で

あ る こ と は 理 解 で き る で あ ろ う 。  

•  第 ２ の 基 本 解 が 、 x  e x p (A x )と な る こ と に つ き 、

第 1 1 回 p pt の p. 6 4 の 様 に 、 ２ つ の 解 A 1 , A 2 に お

い て A 2  →  A 1 の 極 限 と し て も 理 解 す る こ と が で

き る 。 	

–  ま ず 、 式 ( 7. 3)を A 1  ≠  A 2 の 条 件 で 解 く と き 、 e x p (A 1 x )

と e x p (A 2 x )が 1 次 独 立 な 基 本 解 と な る こ と は 理 解

で き る で あ ろ う 。 	
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補 足 つ づ き 	
•  と す れ ば 、 そ の 任 意 の 線 形 結 合 も 特 殊 解 の

一 つ で あ る 。 す な わ ち 、  

も 、 一 つ の 特 殊 解 。 こ こ で A 2  →  A 1 と す る と 、
微 分 の 定 義 に よ り  

•  と な り 、 x e x p (A x ) (A 1  = A 2  = A )が 特 殊 解 で あ る
と と も に 、 e x p (A x ) と 一 次 独 立 ゆ え 、 基 本 解 の
一 つ で あ る と 理 解 で き る だ ろ う 。 	 2 0 	
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補 足 	

•  以 上 の 2 階 定 係 数 線 形 斉 次 微 分 方 程 式 の 一
般 解 に 関 す る 考 察 は 、 n 階 の 場 合 に も 拡 張 で
き る 。 	

•  す な わ ち 、 特 性 方 程 式 は n 次 方 程 式 と な り 、 そ
の 解 を A と し て 、 そ れ が k 重 解 で あ る な ら ば 、 	

•  は 1 次 独 立 な 基 本 解 （ の 一 部 ） と な っ て い る 。 	

2 1 	

e x p A x( ) , x e x p A x( ) , x 2 e x p A x( ) ,… , x k − 1 e x p A x( )
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1 0. 	未 定 係 数 法 	

•  未 定 係 数 法 が 理 解 で き る 	

•  非 斉 次 項 が 多 項 式 の 場 合 、 定 係 数 の 値 に 対
す る 特 殊 解 の 関 数 形 が 理 解 で き る 	

•  非 斉 次 項 が 指 数 関 数 の 場 合 、 非 斉 次 項 と 基
本 解 の 関 数 形 に 対 す る 特 殊 解 の 関 数 形 が 理
解 で き る 。 	

•  定 係 数 1 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 、 定 係 数 2 階 線
形 非 斉 次 方 程 式 が 解 け る 	

2 3 	

目 標 	



1 0. 1  　 未 定 係 数 法 と は 	

•  定 係 数 線 形 非 斉 次 方 程 式 の 特 殊 解 を 求 め る に
あ た り 、  

•  そ の 関 数 形 を 非 斉 次 項 の 関 数 形 に 応 じ て 仮 定 し 、
そ れ を 非 斉 次 方 程 式 に 代 入 し て 関 数 の 係 数 を
比 較 し て 決 定 す る 方 法 を 、 未 定 係 数 法 （ あ る い
は 代 入 法 ） と い う 。  

•  一 般 に 、 定 係 数 線 形 斉 次 方 程 式 に お い て 非 斉
次 項 の 関 数 形 が 以 下 の 例 で 示 す 多 項 式 や 、 指
数 関 数 の 場 合 、 未 定 係 数 法 で 求 め る 手 順 の 方
が 、 5. 2 節 や 9. 2 節 で 説 明 し た 定 数 変 化 法 よ り も 計
算 の 手 間 が 少 な い 。  2 4 	



1 0. 2  　 定 係 数1 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 	

•  例 題 1 0. 1       y’  + y  =  x 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ( 1 0. 1) 

の 特 殊 解 を 求 め る 。 (参 照 ： 例 題 5. 2, 1 1. 2) 

(解 )	 •  微 分 方 程 式 ( 1 0. 1)の 一 般 解 は 、 例 題 5. 2 で A  = – 1と し た

場 合 で あ り 、   

y  = (x  – 1) + C e x p ( – x ) 

と な る 。 非 斉 次 方 程 式 の 特 殊 解 に 相 当 す る 第 1 項  x  – 

1 は 、 非 斉 次 項 と 同 じ 1 次 関 数 で あ る 。  

一 般 に 、 非 斉 次 項 が m 次 の 多 項 式 の 時 、 多 く の 場 合 、

非 斉 次 方 程 式 の 特 殊 解 も m 次 の 多 項 式 と な る 。  

•  左 辺 で 、 y の 微 分 操 作 や 定 数 倍 さ れ た も の が 加 え ら れ る

の だ か ら 、 あ る 意 味 当 然  
2 5 	



1 0. 2  　 つ づ き 	

•  非 斉 次 方 程 式 ( 1 0. 1)の 特 殊 解 を 1 次 関 数  y s = 
A x  + B と お い て 求 め る こ と を 考 え る 。  

–  こ こ で 、 A と B は 定 数 で あ る 。  

–  2 つ の 定 数 A と B に 関 す る 1 次 方 程 式 を 2 つ 導 け れ
ば 、 そ れ ら を 連 立 し て A と B を 求 め る こ と が で き る 。  

–  y s お よ び y s’ = A を 式 ( 1 0. 1)へ 代 入 し て  

　 　 　 　 　 　 y s’ + y s = A  + (A x  + B ) 

　 　 A x  + (A x  + B ) = x 

–  と な る 。 x の 各 べ き 係 数 を 比 較 す る と 、 A と B に 関 す
る 2 つ の 1 次 方 程 式  
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% L" #

A  = 1,  A  + B  = 0 

•! A  = 1, B  
= – 1  

•! ( 1 0. 1)  

y s = A x  + B  = x  – 1 



•  例 題 1 0. 2       y’  –  Ay  =  e x p (B x )　 　 　 　 　 　 　 ( 1 0. 2) 

の 特 殊 解 を 求 め る 。 た だ し 、 A , B は 定 数 で あ る が 、
A  ≠  B で あ る 。 (参 照 ： 例 題 5. 3) 

(解 )	

2 8 	

一 般 解 は 、 例 題 5. 3 で す で に 求 め た よ う に 	

	

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ( 1 0. 3) 

と な る 。 非 斉 次 方 程 式 の 特 殊 解 に 相 当 す る 第 1 項

は 、 非 斉 次 項  e x p (B x ) と 同 じ 引 数 を 持 つ 指 数 関 数

で あ り こ と が わ か る 。  

特 殊 解 を 指 数 関 数 y s = D  e x p (B x )と お い て 、 特 殊 解

を 決 定 す る こ と を 考 え る 。 D は 定 数 で あ る 。 y sお よ び  

y s’ = B D  e x p (B x ) を 式 ( 1 0. 2)へ 代 入 し て  

y =
1

B − A
e x p B x( ) + C e x p A x( )



B D  e x p(B x ) – A D  e x p(B x ) = e x p(B x )  

              (B  – A )D  e x p(B x ) = e x p(B x ) 

 

•! e x p( B x ) (B  – 

A )D  = 1 D  = 1/(B  – A )  

•!  ( 1 0. 2)  

 

y
s
=

1

B ! A
e x p B x( )



•  例 題 1 0. 3       y’  – Ay  =  e x p (A x )　 　 　 　 　 　 　 ( 1 0. 4) 

の 特 殊 解 を 求 め る 。 た だ し 、 A  は 定 数 で あ る (参
照 ： 例 題 5. 4) 。  

(解 )	

3 0 	

こ の 例 は 、 例 題 1 0. 2 に お い て  A  = B  と し た 場 合 で あ

る 。 一 般 解 は 、 例 題 5. 4 で 示 し た よ う に 	

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ( 1 0. 5) 

と な る 。 第 2 項 は 対 応 す る 斉 次 方 程 式 　 y’  –  Ay  = 0 

の 一 般 解 で あ る が 、 そ の 指 数 関 数 の 引 数 A x が 、 微

分 方 程 式 ( 1 0. 4)の 非 斉 次 項 の 指 数 関 数 の 引 数 A x

と 同 じ 場 合 に は  、 式 ( 1 0. 5)の 第 1 項 で あ る 特 殊 解 の

関 数 形  x  e x p (A x ) は 、 例 題 1 0. 2 の 式 ( 1 0. 3)の 指 数

関 数 e x p (B x )と 異 な る こ と に 注 意 す る 。  

y = x e x p A x( ) + C e x p A x( )



•! 1

x  e x p(A x )  

•! y s = D x  e x p(A x )

D  

•! y s y s’ = (A x  + 1)D  e x p(A x ) ( 1 0. 4)

 

(A x  + 1)D e x p( A x ) – A x D e x p( A x ) = e x p(A x ) 

      D e x p( A x ) = e x p(A x ) 

e x p( A x )

D  = 1 y s = x  

e x p( A x )  

 



特 殊 解 の 関 数 形 の ま と め 	
•  定 係 数 1 階 線 形 非 斉 次 方 程 式  y’  + P y  = q (x ) 

に お け る 非 斉 次 項  q (x )の 関 数 形 に 対 す る 特
殊 解 の 関 数 形 の 例 を 表 1 0. 1 に ま と め る 。  

表 1 0. 1 定 係 数 1 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 の 特 殊 解 関 数 形 	
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定 係 数  P 	 非 斉 次 項 q (x )の 関 数 形 	 基 本 解 	 特 殊 解 の 関 数 形 	

P  ≠  0	 e x p ( – P x )	

P  = 0	 e x p ( – P x )	

P  = – A 	 e x p (B x )	 e x p (A x )	 e x p (B x )	

P  = – A 	 e x p (A x )	 e x p (A x )	 x  e x p (A x )	

A
n
x n

n = 0

N

∑

A
n
x n

n = 0

N

∑

B
n
x n

n = 0

N

∑

B
n
x n + 1

n = 0

N

∑



1 0. 3  　 定 係 数2 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 	

例 題 1 0. 4    y ”  – ( A 1  + A 2 )y’ + A 1 A 2 y  =  e x p (B x )   ( 1 0. 6) 

の 特 殊 解 を 求 め る 。 た だ し 、 A 1 , A 2 , B は 定 数 で あ る が 、
A 1  ≠  B , A 2  ≠  B , A 1  ≠  A 2 で あ る (参 照 ： 例 題 9. 2) 。  

(解 )	•  一 般 解 は 、 例 題 9. 2 で 示 し た よ う に 、   

 

 

と な る 。 非 斉 次 方 程 式 の 特 殊 解 に 相 当 す る 第 １ 項

は 、 非 斉 次 項  e x p (B x ) と 同 じ 引 数 を 持 つ 指 数 関

数 で あ る こ と が わ か る 。  
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y =
e x p B x( )

B − A
1( ) B − A

2( )
+ C

1
e x p A

1
x( ) + C

2
e x p A

2
x( )



•  例 題 1 0. 2 と 同 様 に 、 特 殊 解 を 指 数 関 数  y s = 

D e x p (B x )と お い て 求 め る こ と を 考 え る 。 こ こ で 、

D は 定 数 で あ る 。  

•  y s お よ び y s’ = B D e x p (B x ), y s”  = B 2 D  e x p (B x ) を 式

( 1 0. 6)へ 代 入 し て  

B 2 D e x p( B x ) – (A 1  + A 2 )B D e x p (B x ) + A 1 A 2 D e x p( B x ) 

= { B 2  – (A 1  + A 2 )B  + A 1 A 2 } D e x p (B x ) 

= ( B  – A 1 )(B  – A 2 )D e x p (B x ) = e x p (B x ) 

と な る 。 指 数 関 数  e x p (B x ) の 係 数 を 比 較 す る と 、  

(B  – A 1 )(B  – A 2 )D  = 1 よ り  

と な る 。  
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D =
1

B − A
1( ) B − A

2( )



•!  

 

y
s
=

e x p B x( )
B ! A

1( ) B ! A
2( )



例 題 1 0. 5    y ”  – ( A 1  + A 2 )y’ + A 1 A 2 y  =  e x p (A 1 x )  ( 1 0. 7) 

の 特 殊 解 を 求 め る 。 た だ し 、 A 1 , A 2 は 定 数 で あ る が 、

A 1  ≠  A 2 で あ る (参 照 ： 例 題 9. 3) 。  

(解 )	•  こ の 例 は 、 例 題 1 0. 4 に お い て 、 非 斉 次 項 の 引 数 の

係 数 A 1 が 特 性 方 程 式 の 解 の 1 つ に 等 し い 場 合 で

あ る 。  

•  一 般 解 は 、 例 題 9. 3 の よ う に  

 

 

と な る 。 非 斉 次 方 程 式 の 特 殊 解 に 相 当 す る 第 １ 項

は 、 x  e x p (A 1 x ) の 関 数 形 で あ る こ と が わ か る 。 こ

れ は 例 題 1 0. 3 に 示 し た 定 係 数 1 階 非 斉 次 方 程 式

の 場 合 と 同 様 で あ る 。  3 6 	

y =
1

A
1
− A

2

x e x p A
1
x( ) + C

1
e x p A

1
x( ) + C

2
e x p A

2
x( )



•  非 斉 次 方 程 式 ( 1 0. 7)の 特 殊 解 を 指 数 関 数 ×  x , 

即 ち  y s = D x  e x p (A 1 x )と お い て 求 め る こ と を 考 え

る 。 こ こ で 、 D は 定 数 で あ る 。  

　 　 y s’ = (A 1 D x  + D ) e x p (A 1 x ), 

　 　 y s”  = {A 1 D  + A 1 (A 1 D x  + D ) }D  e x p (A 1 x ) 

           = (A 1
2 D x  + 2A 1 D ) e x p (A 1 x ) 

を y s と と も に 式 ( 1 0. 7)へ 代 入 し 、  

(A 1
2 D x  + 2A 1 D ) e x p (A 1 x ) – (A 1  + A 2 )(A 1 D x  + D ) e x p (A 1 x ) 

　 　 + A 1 A 2 D x e x p( A 1 x ) 

= ( A 1  – A 2 ) D e x p (A 1 x ) = e x p (A 1 x ) 

　 　 と な る 。  
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•! e x p( A 1 x )  

(A 1  – A 2 ) D = 1  

 

 

•!  

 

y
s
=

x e x p A
1
x( )

A
1
! A

2

D =
1

A
1
! A

2



特 殊 解 の 関 数 形 の ま と め 	
•  定 係 数 2 階 線 形 非 斉 次 方 程 式  y ”  + P y ’ + Q y  = 

r(x ) に お け る 非 斉 次 項  r(x )の 関 数 形 に 対 す る 特
殊 解 の 関 数 形 の 例 を 表 1 0. 2 – 1 0. 3 に ま と め る 。  

表 1 0. 2 定 係 数 2 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 の 特 殊 解 関 数 形 (非
斉 次 項 が 多 項 式 )	
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定 係 数  	 非 斉 次 項 r(x )の 関 数 形 	 特 殊 解 の 関 数 形 	

Q  ≠  0	

P  ≠  0, Q  = 0	

P  = Q  = 0	

A
n
x n

n = 0

N

∑

A
n
x n

n = 0

N

∑

A
n
x n

n = 0

N

∑

B
n
x n

n = 0

N

∑

B
n
x n + 1

n = 0

N

∑

B
n
x n + 2

n = 0

N

∑



表 1 0. 3	 定 係 数 2 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 の 特
殊 解 の 関 数 形 　 （ 非 斉 次 項 が 指 数 関 数 ） 	
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非 斉 次 項 q (x )の
関 数 形 	 基 本 解 	 特 殊 解 の 関 数 形 	

e x p (B x )	 e x p (A 1 x ), e x p (A 2 x )	 e x p (B x )	

e x p (A 1 x )	 e x p (A 1 x ), e x p (A 2 x )	 x  e x p (A 1 x )	

e x p (B x )	 x e x p (A x ), e x p (A x )	 e x p (B x )	

e x p (A x )	 x e x p (A x ), e x p (A x )	 x 2  e x p (A x )	



ま と め ： 本 日 の 確 認 事 項 	

4 1 	

•  定 係 数 2 階 線 形 斉 次 方 程 式 の 意 味 が 理 解 で き る 	

•  定 係 数 2 階 線 形 斉 次 方 程 式 の 特 性 方 程 式 が 導 け る 	

•  特 性 方 程 式 が 異 な る 2 つ の 解 を 持 つ 場 合 に つ い て 一 般 解
を 求 め ら れ る 	

•  特 性 方 程 式 が 2 重 解 を 持 つ 場 合 に つ い て 一 般 解 を 求 め ら
れ る 	

•  未 定 係 数 法 が 理 解 で き る 	

•  非 斉 次 項 が 多 項 式 の 場 合 、 定 係 数 の 値 に 対 す る 特 殊 解
の 関 数 形 が 理 解 で き る 	

•  非 斉 次 項 が 指 数 関 数 の 場 合 、 非 斉 次 項 と 基 本 解 の 関 数
形 に 対 す る 特 殊 解 の 関 数 形 が 理 解 で き る 。 	

•  定 係 数 1 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 、 定 係 数 2 階 線 形 非 斉 次 方
程 式 が 解 け る 	




