
微 分 方 程 式 	

•  同 次 系 	

•  1 階 線 形 斉 次 方 程 式 	

•  1 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 	

今 日 の ポ イ ン ト ： 	
微 分 方 程 式 の 種 類 を 分 類 で
き る 。 	
同 次 系 ・ 1 階 斉 次 ・ 1 階 非 斉 次
微 分 方 程 式 に 積 分 を 適 用 し
解 く こ と が で き る 。 	 1 	



3.  同 次 形 	

•  同 次 形 の 意 味 が 理 解 で き る 	

•  同 次 形 の 解 き 方 が 理 解 で き る 	

•  　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 の 形 が 解 け る 　 	

目 標 	

d y

d x
= f

A x + B y + C

D x + E y + F

!

"
#

$

%
&

2 	



3. 1  同 次 形 と は 	

•  1 階 の 導 関 数 　 　 　 　 　 が 　 　 の 関 数 　 　 　 　 で 	

　 与 え ら れ た 1 階 微 分 方 程 式 を 同 次 形同 次 形 と い う 。 	

!y =
d y

d x

d y

d x
= f

y

x

!

"
#

$

%
& ( 3. 1)	

H o m o g e n e o us	 e q u a / o n 	

y

x
f

y

x

!

"
#

$

%
&
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3. 2	 同 次 形 の 解 き 方 	

と な る こ と か ら 、 微 分 方 程 式 ( 3. 1)は 	

y

x
= u す な わ ち  y  = u x  と お く 。 	

も ち ろ ん 、 u は x の 関 数 , u  = u (x ) で あ る 。 よ っ て 	
d y

d x
= u + x

d u

d x

u + x
d u

d x
= f u( ) ,

d u

d x
=

f u( ) − u

x
す な わ ち 	

こ の 式 は 、 u を 未 知 関 数 と す る 変 数 分 離 形未 知 関 数 と す る 変 数 分 離 形 で
あ る 。 	 4 	



3. 2	 同 次 形 の 解 き 方 (続 き )	

と な る 。 こ れ に 2. 2	 節 の 変 数 分 離 形 の 解 法 を 適 用

す れ ば u が 求 め ら れ る 。 そ れ に x を か け る こ と で 微

分 方 程 式 ( 3. 1)の 一 般 解 y が 求 め ら れ る 。 	

と し て 、 両 辺 を x で 積 分 す る と 	
1

f u( ) − u

d u

d x
=

1

x

式 ( 3. 1)は 1 階 微 分 方 程 式 で あ る の で 、 そ の 一 般 解

( 3. 2)は 1 つ の 任 意 定 数  C を 含 む 。 	

1

f u( ) − u
d u∫ =

1

x
d x∫ + C ( 3. 2)	

5 	



#$ " ( 3. 3)

1 2

d y

d x
=

y

x
+ 1

y

x
= u

!

1 #$ #2
d y

d x
= u + x

d u

d x

u + x
d u

d x
= u + 1

d u� =
1

x
d x� + C

d u

d x
=

1

x

x

u  = l o g|x | + C C

( 3. 3) y  
y  = x u  = x  l o g|x | + C x 



例 題 3. 2 	 を 解 く 。 	

(解 )	 と 変 形 で き 、 同 次 形 で あ る 。 	

d y

d x
=

y 2 − x 2

2 x y

d y

d x
=

1

2

y

x
−

x

y

"

#
$

%

&
'

y

x
= u と お き 、 　 　 　 　 　 　 　 　 　 を 代 入 す る と 	

d y

d x
= u + x

d u

d x

u + x
d u

d x
=

1

2
u −

1

u

"

#
$

%

&
' す な わ ち 	 2 x

d u

d x
= −

u 2 + 1

u

す な わ ち 	
2 u

u 2 + 1

d u

d x
= −

1

x

と な る 。 両 辺 を x で 積 分 す る と 	
7 	



例 題 3. 2 	 続 き 	

2 u

u 2 + 1
d u∫ = −

1

x
d x∫ + C

0

lo g u 2 + 1( ) = − lo g x + C
0

即 ち 	

と な る 。 左 辺 の 対 数 関 数 	

の 引 数 u 2  + 1は 常 に 正 で あ る た め 、 絶 対 値 は
不 要 。 さ ら に 変 形 す る と 	

lo g u 2 + 1( ) = − lo g x + lo g e x p C
0( ){ } = lo g

e x p C
0( )

x

よ っ て 	 u 2 + 1 =
C

x
と な る 。 こ こ に 、 C  ( = ± e x p  C 0 )	

は 任 意 定 数 で あ る 。 	
8 	



#$ 0
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x

!

"
#

$

%
&

2

+ 1 =
C

x

y

x
= u

y 2 = ! x 2 + C x

�
3!� �



3. 3	 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 の 形 の 解 き 方 	
d y

d x
= f

A x + B y + C

D x + E y + F

!

"
#

$

%
&

d y

d x
= f

A x + B y

D x + E y

!

"
#

$

%
& ( 3. 4)	

の 形 の 微 分 方 程 式 は 、 引 数 の 分 子 、 分 母 を そ れ ぞ れ
x で 割 る と 	

d y

d x
= f

A x + B
y

x

D x + E
y

x

!

"

#
#
##

$

%

&
&
&&

の よ う に 、 同 次 形 と み な す こ と が で き る 。 	

1 0 	



x
0
= x − X

y
0
= y − Y

3. 3	 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 つ づ き 	

の 形 の 微 分 方 程 式 は 、 A E  – D B  ≠  0な ら ば 、 引 数 の
分 子 A x  +  B y  + C と 、 分 母  D x  + E y  + F が 同 時 に 0 と
な る  x  = X , y  = Y を 用 い て 	

の 変 数 変 換 を 行 う と 、 	

( 3. 4)	
d y

d x
= f

A x + B y + C

D x + E y + F

!

"
#

$

%
&

d y
0

d x
0

= f
A x

0
+ B y

0

D x
0
+ E y

0

!

"
##

$

%
&&

と 、 式 ( 3. 4)の 形 に 変 形 で き る 。 	
1 1 	



3. 3  テ キ ス ト の 補 足 	

の 形 の 微 分 方 程 式 で 、 A E  –  D B  =  0 の 場 合 に は 、
前 頁 の よ う な X , Y は 存 在 し な い 。 	

d y

d x
= f

A x + B y + C

D x + E y + F

!

"
#

$

%
&

d y

d x
= f A x + B y + C( )そ の 場 合 は 、 2. 3 の 方 法の 方 法 	

の 形 と 考 え れ ば 解 く こ と が 可 能 で あ る 。 	

演 習 ： 上 記 の 理 由 を 説 明 せ よ 。 	
1 2 	



例 題 3. 3 	 ( 3. 5) 	 	を 解 く 。 	

(解 )	

d y

d x
=

x − y − 1

x + y − 3

右 辺 の 分 子 x  – y  – 1と 分 母 x  + y  – 3 が 同 時 に 	

0 と な る の は 、 x  = 2, y = 1 で あ る 。 そ こ で 	

の 変 数 変 換 を 行 う と 、 式 ( 3. 5)は 	
x

0
= x − 2

y
0
= y − 1

d y
0

d x
0

=
x

0
− y

0

x
0
+ y

0

と な る 。 右 辺 の 分 子 、 分 母 を 	

そ れ ぞ れ x 0 で 割 る と 	
d y

0

d x
0

=

1 −
y

0

x
0

1 +
y

0

x
0

と 同 次 形 と な る 。 	
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例 題 3. 3 	 つ づ き 	

両 辺 を x 0 で 積 分 す る と 	

u + x
0

d u

d x
0

=
1 − u

1 + u
,

y
0

x
0

= u と お き 、 　 　 　 　 　 　 　 　 　   を 代 入 す る と 	
d y

0

d x
0

= u + x
0

d u

d x
0

x
0

d u

d x
0

=
1 − u

1 + u
− u =

1 − 2 u − u 2

1 + u

よ っ て 	

と 変 数 分 離 形 と な る 。 	

す な わ ち 	

u + 1

u 2 + 2 u − 1

d u

d x
0

= −
1

x
0

1 4 	



例 題 3. 3 	 さ ら に つ づ き 	

u + 1

u 2 + 2 u − 1
d u∫ = −

1

x
0

d x
0∫ + C

0

と な る 。 こ こ で C 0 は 任 意 定 数 で あ る 。 左 辺 に お い て

分 母  u 2  + 2u  – 1の 微 分 が 2 u  + 2と 分 子 の 2 倍 と な る

こ と に 留 意 し て 	
1

2
lo g u 2 + 2 u − 1 = − lo g x

0
+ C

0 即 ち 	

lo g u 2 + 2 u − 1 = − 2 lo g x
0

+ 2 C
0
= lo g

1

x
0

2
+ lo g e x p 2 C

0( ){ }

= lo g
e x p 2 C

0( )
x

0

2
1 5 	



#$ #

! u 2 + 2 u " 1 =
C

0 0

x
0

2
C 0 0  = ± e x p ( 2C 0 )

y
0

x
0

!

"
##

$

%
&&

2

+ 2
y

0

x
0

!

"
##

$

%
&& ' 1 =

C
0 0

x
0

2

u =
y

0

x
0

!   y
0

2 + 2 x
0
y

0
" x

0

2 = C
0 0

x
0
= x ! 2, y

0
= y ! 1

y ! 1( )
2

+ 2 x ! 2( ) y ! 1( ) ! x ! 2( )
2

= C
0 0

! x 2 + 2 x y + y 2 + 2 x ! 6 y + 1 = C
0 0

!   " x 2 + 2 x y + y 2 + 2 x " 6 y = C

C  = C 0 0  – 1 



展 開 問 題 3. 1 	( 9)に つ い て 、 補 足 	

•  た だ し 、 分 数 の 計 算 な ど が 煩 雑 。 も う 少 し 簡
略 に 計 算 で き な い か ？ 	

d y

d x
= −

2 x + y

x + 2 y
も ち ろ ん 、 同 次 形 	

2 x + y( ) d x + x + 2 y( ) d y = 0

完 全 微 分 形完 全 微 分 形 の 場 合 、 積 の 微 分 の 公 式 を 逆 に 使 え ば 	

–  本 問 は テ キ ス ト 最 終 近 く の 1 4 章 、 完 全 微 分 形完 全 微 分 形 に も
な っ て い る 。 移 項 し 変 形 す る と 	

E x a ct 	di ff er e n / al 	e q u a / o n 	 1 7 	



3. 1( 9) 補 足  つ づ き 	

d( x 2  + x y  + y 2 ) = 0     ( *) 

と な っ て い る 。  

微 分 形 式 　 d( …) = 0 と は 、 d(  ) の 中 身 が 変 化 し
な い 、 す な わ ち 、 定 数 と い う こ と 。  

 

	
従 っ て 、 式 ( *)か ら 直 ち に 、  

 x 2  + x y  + y 2 　 = C 

を 一 般 解 と し て 求 め る こ と が で き る 。  

	

Di ff er e n / al 	f or m	

1 8 	



積 の 微 分 の 公 式 	

•  (yz )’ = y’z  + yz ’ 

•  d( yz ) = zd y  + y d z 

–  Et c. 

d y =
d y

d x
d x , d y 2( ) = 2 y d y

•  高 校 以 来 、 左 か ら 右 へ の 変 形 に お な じ み と 思
う が 、 こ れ を 逆 に 使 う 発 想こ れ を 逆 に 使 う 発 想 が 、 線 形 の 方 程 式
や 積 分 因 子 法 な ど で 活 き て く る 。  

–  様 々 な 微 分 方 程 式 を 学 べ ば 、 そ の 使 い 道 が 、 わ
か っ て く る だ ろ う 。 	

1 9 	



#$ # ( 3. 5) !

1 2

d y

d x
=

x ! y ! 1

x + y ! 3

! x + y + 1( ) d x + x + y ! 3( ) d y = 0

d !
1

2
x 2 + x y +

1

2
y 2 + x ! 3 y

"

#
$

%

&
' = 0

!
1

2
x 2 + x y +

1

2
y 2 + x ! 3 y = C

1

0 2 C 1  = C

! x 2 + 2 x y + y 2 + 2 x ! 6 y = C



参 考 　 完 全 微 分 形 	

•  微 分 方 程 式 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ( *) 

•  に お い て 	

	

•  こ の 時 、 微 分 方 程 式 ( *)は 、 「 完 全 微 分 形 」 で
あ る と い う 。 	

•  元 の 式 (* )を 、 d[ … .] = 0の 形 に 変 形 が 可 能 。 	

–  詳 細 は テ キ ス ト 1 4 章 。 （ 時 間 不 足 で 講 義 で は 扱 え
な い ） 	

M x , y( ) d x + N x , y( ) d y = 0

∂ M

∂ y
=

∂ N

∂ x

2 1 	



2 2 	



4. 	1 階 線 形 斉 次 方 程 式 	

•  1 階 線 形 斉 次 方 程 式 の 意 味 が 理 解 で き る 	

•  1 階 線 形 斉 次 方 程 式 の 解 き 方 が 理 解 で き る 	

•  　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 の 形 が 解 け る 	

•  　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 の 形 が 解 け る 　 	

目 標 	

f x ,
d y

d x
,
d 2 y

d x 2

!

"
#

$

%
& = 0

f y ,
d y

d x
,
d 2 y

d x 2

!

"
#

$

%
& = 0

2 3 	



4. 1 			 1階 線 形 斉 次 方 程 式 と は 	
•  未 知 関 数 y と そ の 1 階 導 関 数 y’ に つ い て 1 次 方

程 式 と な っ て い る 微 分 方 程 式  

　 　 　 　 　 y’ + p (x )y  = q (x )    ( 4. 1) 

　   を 、 1 階 線 形 方 程 式階 線 形 方 程 式 と い う 。   

–  p (x ), q (x )は あ る 区 間 で 連 続 で 、 そ の 区 間 で の 解
を 検 討 す る 。  

–  式 ( 4. 1)で 恒 等 的 に q (x ) = 0で あ る 次 の よ う な 方 程
式 を 1 階 線 形 斉 次斉 次 方 程 式方 程 式 (ま た は 1 階 線 形 同 次同 次 方 程 式 )と
い う 。  

　 　 　 　 　 y’ + p (x )y  = 0    ( 4. 2) 
2 4 	



4. 1       つ づ き 	

•  4 章 で は 、 1 階 線 形 斉 次 方 程 式階 線 形 斉 次 方 程 式 の 解 法 を 扱 う 。 	

•  式 ( 4. 1)に お い て 、 q (x ) ≠  0で あ る 方 程 式 を 1 階

線 形 非 斉 次非 斉 次 方 程 式方 程 式 (ま た は 1 階 線 形 非 同 次非 同 次 方 程 式 )と

い い 、 そ の 解 法 は 5 章 で 扱 う 。 	

2 5 	



4. 2	 1 階 線 形 斉 次 方 程 式 の 解 き 方 	

と な る 。 こ の 両 辺 を x で 積 分 す る と 	

d y

d x
= − p x( ) y微 分 方 程 式 ( 4. 2)は 	

と な り 、 こ れ は 変 数 分 離 形変 数 分 離 形 で あ る 。 y  ≠  0と し 両 辺
を y で 割 る と 	 1

y

d y

d x
= − p x( )

1

y
∫ d y = − p x( ) d x∫ + C

0
lo g y = − p x( )∫ d x + C

0す な わ ち 	

と な る 。 こ こ で C 0 は 任 意 定 数 で あ る 。 	
2 6 	



4. 2	 　 　 　 　 　 つ づ き 	

な お 、 C  = ± e x p  C 0  と お い た 。 	

い ま 少 し 変 形 す る と 	

y = e x p − p x( ) d x + C
0∫{ } = e x p C

0
e x p − p x( ) d x∫{ }

y = C e x p − p x( ) d x∫{ }
以 上 よ り 、 微 分 方 程 式 ( 4. 2)の 一 般 解 は 	

と な る 。 こ こ で C は 任 意 定 数 で あ る 。 1 階 微 分 方 程
式 な の で 、 1 つ の 任 意 定 数 C  を 含 む 。 	

y = C e x p − p x( ) d x∫{ } ( 4. 3)	

一 方 、 y  = 0は 式 ( 4. 3)に お い て C  = 0と し た と き の 特 殊 解 。 	

2 7 	



例 題 4. 1 	 ( 4. 4)　 　 　 　 を 解 く 。 	

(解 )	

d y

d x
+ x y = 0

d y

d x
= − x y式 ( 4. 4)か ら 　 　 　 　 　 　 　 と な る 。 y  ≠  0と し て 両 辺 	

y で 割 る と 	
1

y

d y

d x
= − x

1

y
d y∫ = − x d x∫ + C

0

と な る 。 こ の 両 辺 を x で 積 分 	

す る と 	

い ま 少 し 変 形 す る と 　 	

す な わ ち      　   と な る 。 C 0 は 任 意
定 数 で あ る 。 	

lo g y = −
1

2
x 2 + C

0

y = e x p −
1

2
x 2 + C

0

"

#
$

%

&
' = e x p C

0
e x p −

1

2
x 2

"

#
$

%

&
'

2 8 	



6$ "

C  = ± e x p C 0  !

y = C e x p !
1

2
x 2

"

#
$

%

&
'

( 4. 4)

C

y = C e x p !
1

2
x 2

"

#
$

%

&
'

y  = 0! ( 4. 5) C  = 0
!



6$ 0 y ’ – P y  = 0 ( 4. 6)

1 2

!

( 4. 6) ( 4. 2) p (x ) = P

y = C e x p ! ! P( ) d x�{ } = C e x p P d x�( ) = C e x p P x( )

P



4. 3	 階 数 の 引 き 下 げ に よ る 解 き 方 	

f x , y ,
d y

d x
,
d 2 y

d x 2

!

"
#

$

%
& = 02 階 微 分 方 程 式 	

に お い て 、 y が 含 ま れ て い な い も のが 含 ま れ て い な い も の  f x ,
d y

d x
,
d 2 y

d x 2

!

"
#

$

%
& = 0

は 、 　 　 　 　 　 と お く と ,　 　 　 　 　 　 で あ る の で 、 		
d y

d x
= u

d 2 y

d x 2
=

d u

d x

f x ,u ,
d u

d x

!

"
#

$

%
& = 0

1 階 微 分 方 程 式 	

へ と 階 数 を 引 き 下 げ ら れ る階 数 を 引 き 下 げ ら れ る 。。 		
3 1 	



d 2 y

d x 2
=

d u

d x
=

d u

d y

d y

d x
=

d u

d y
u

4. 3	 　 　 　 　 　 つ づ き 	

f x , y ,
d y

d x
,
d 2 y

d x 2

!

"
#

$

%
& = 0一 方 、 2 階 微 分 方 程 式 	

に お い て 、 x が 含 ま れ て い な い も のが 含 ま れ て い な い も の  f y ,
d y

d x
,
d 2 y

d x 2

!

"
#

$

%
& = 0

は 、 　 　 　 　 　 と お く と ,　 　 　 　 　 　 	
d y

d x
= u

f y ,u ,
d u

d y

!

"
#

$

%
& = 0で あ る の で 、 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 と な る 。 	

こ れ は y を 独 立 変 数 と す る 1 階 微 分 方 程 式階 微 分 方 程 式 と 見
な せ る 。 	
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例 題 	 4. 3と 4. 4 	

•  上 記 は y , x を 含 ま な いを 含 ま な い 2 階 微 分 方 程 式 で あ る 。 	

d 2 y

d x 2
−

d y

d x
= 0 を 解 く 。 	

–  y が 含 ま れ て い な い と 考 え る 場 合 (例 題 4. 3)	

•  こ の 微 分 方 程 式 を 、 	

–  x が 含 ま れ て い な い と 考 え る 場 合 (例 題 4. 4)	

•  の 2 通 り で 解 い て み る 。 	
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6$ #

d u

d x
! u = 0

u = C
1
e x p x =

d y

d x

!

"
#

$

%
&

d 2 y

d x 2
!

d y

d x
= 0

y !1 2
d y

d x
= u

d 2 y

d x 2
=

d u

d x
d u

d x
= u

C 1

x

C 2

y = C
1
e x p x + C

2
( 4. 7)



例 題 4. 4 	

d u

d y
u − u = u

d u

d y
− 1

"

#
$

%

&
' = 0

d 2 y

d x 2
−

d y

d x
= 0 を 解 く 。 	

x が 含 ま れ て い な いが 含 ま れ て い な い こ と に 着 目 し 、 	

	

(解 )	

と お く 。 	

d y

d x
= u

d 2 y

d x 2
=

d u

d x
=

d u

d y

d y

d x
=

d u

d y
u で あ る の で 、 与 式 は 	

と な る 。 	

u = 0 =
d y

d x

!

"
#

$

%
&ま ず 、 　 　 　 　 　 　 　 　 の 時 、 y  = C と な る 。 C は 任 意 定 数 で

あ る 。 	
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例 題 4. 4 	

1

y + C
1 0

d y

d x
= 1

つ づ き 	

次 に 、 	

	

の と き 、 	
d u

d y
− 1 = 0

u = y + C
1 0

=
d y

d x

!

"
#

$

%
& と な る 。 C 1 0 は 任 意 定 数 で あ る 。 	

u を 元 に 戻 す と 	

1

y + C
1 0

d y∫ = d x∫

d u

d y
= 1 よ り 	

こ の 両 辺 を x で 積 分 す る と 	

す な わ ち 	 lo g y + C
1 0

= x + C
2 0 0

C 2 0 0 は 任 意 定 数 で あ る 。 さ ら に 変 形 を 続 け る 。 	

y + C
1 0

= e x p x + C
2 0 0( ) = e x p C

2 0 0
e x p x
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6$ 6

y + C
1 0

= C
2 0

e x p x

! y = C
2 0

e x p x " C
1 0

( 4. 9)

C 2 0  = ± e x p C 2 0 0 !

y  = C ( 4. 9) C 2 0  = 0
!

1 6$ F2 !
! !y  = C 2 0  e x p x  – C 1 0 

!



例 題 	 4. 3と 4. 4 に 関 す る 考 察 	

•  例 題 4. 3 と 例 題 4. 4 は 同 じ 微 分 方 程 式 で あ る の

で 、 そ の 一 般 解 は 当 然 同 一 と な る 。 	

•  そ れ ぞ れ C 2 0 と – C 1 0 に 置 き 換 え る と 	

•  例 題 4. 3 の 一 般 解 ( 4. 7)の C 1 と C 2 を 、 	

•  例 題 4. 4 の 一 般 解 ( 4. 9)が 得 ら れ る 。 	
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5. 	1 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 	

•  1 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 の 意 味 が 理 解 で き る 	

•  定 数 変 化 法 に よ る 1 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 の
解 き 方 が 理 解 で き る 	

•  非 斉 次 方 程 式 の 一 般 解 は 、 対 応 す る 斉 次
方 程 式 の 一 般 解 と 非 斉 次 方 程 式 の 特 殊 解
の 和 で あ る こ と が 理 解 で き る 	

•  1 階 線 形 方 程 式 の 解 が た だ 一 つ だ け 存 在 す
る 条 件 が 理 解 で き る 。 	

目 標 	

4 0 	



5. 1 			 1階 線 形 非 斉 次 方 程 式 と は 	

•  1 階 線 形 方 程 式  

　 　 　 　 　 y’ + p (x )y  = q (x )   ( 5. 1) 

に お い て 、 q (x ) ≠  0で あ る 方 程 式 を 1 階

非 斉 次 線 形 方 程 式

階

非 斉 次 線 形 方 程 式 (ま た は 1 階 非 同 次 線 形 方 程

式 )と い う 。  

 –  q (x ) を 非 斉 次 項斉 次 項 と い う 。  

4 1 	



5. 2	 定 数 変 化 法 に よ る 解 き 方 	

•  こ の 解 法 は 、 本 章 で 扱 う 1 階 線 形 非 斉 次 方 程 式
だ け で な く 、 幅 広 い 応 用 範 囲 を 持 っ て い る 。 	

•  非 斉 次 方 程 式 の 一 般 解 を 、 対 応 す る 斉 次 方 程
式 の 解  y h  と 、 未 知 関 数  c の 積 と お い て 解 く 方 法
を 定 数 変 化 法定 数 変 化 法 と い う 。 	

‒   特 性 方 程 式 が ２ 重 解 と な る 定 係 数 2 階 線 形 斉 次 方
程 式 	

‒   2 階 線 形 斉 次 方 程 式 で 1 つ の 基 本 解 か ら も う １ つ の
基 本 解 を 求 め る 場 合 	

‒   2 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 	階 線 形 非 斉 次 方 程 式 	

V ari a / o n	 of	 c o nst a nts,	 b y	 L a gr a n g e 	

4 2 	



定 数 変 化 法 	

•  1 階 線 形 斉 次 方 程 式 	

 y’ + p (x )y  = 0     ( 5. 2) 

の 一 般 解 は 、 4. 2 節 で 求 め た よ う に  

	

y
h
= e x p − p x( ) d x∫{ }で 与 え ら れ る 。 式 ( 5. 3)に お い て 、  

と お く と と も に 、 任 意 定 数 C 0 を  x  の 未 知 関 数  c  と 置
き 換 え ,	

  y  = c y h     ( 5. 4) 

と し て 1 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 ( 5. 1)を 解 く 。 y h は 既 知 、
よ っ て 未 知 関 数  c  が 求 ま れ ば よ い 。  

	

y = C
0
e x p − p x( ) d x∫{ } ( 5. 3)	
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定 数 変 化 法 　 　 　 　 つ づ き 	

•  2 つ の 関 数  c  と y h  が x の 関 数 で あ る こ と に 注 意 す る と 、
y の 1 階 導 関 数 は  

 　 　 y’ = c’ y h  + c y h ’    ( 5. 5) 

と な る 。 式 ( 5. 4)と 式 ( 5. 5)を 、 式 ( 5. 1)に 代 入 し て 整 理
す る と  

 (c’ y h  + c y h ’) + p (x ) c y h  = q (x ), す な わ ち  

 c’ y h  + c { y h ’ + p(x ) y h } = q (x ) 

 こ こ で 、 y h  は 1 階 線 形 斉 次 方 程 式 ( 5. 2)の 解 で あ る
の で 、 左 辺 第 2 項 の {  } 内 は ゼ ロ と な る 。 よ っ て  

 c’ y h  = q (x ) 
4 4 	



定 数 変 化 法 　 　 　 　 さ ら に つ づ き 	

•  上 記 の 式 か ら c を 決 定 す る こ と が 可 能 と な る 。 即 ち  

!c =
q x( )
y

h

=
q x( )

e x p − p x( ) d x∫{ }
= q x( ) e x p p x( ) d x∫{ }

c = q x( ) e x p p x( ) d x∫{ }"
#

$
% d x∫ + C

y = c y
h
= q x( ) e x p p x( ) d x∫{ }!

"
#
$ d x∫ + C{ } e x p − p x( ) d x∫{ }

= e x p − p x( ) d x∫{ } q x( ) e x p p x( ) d x∫{ }#
$

%
& d x∫

+ C e x p − p x( ) d x∫{ } ( 5. 6)	

•  積 分 す る と  

–  C は 任 意 定 数 で あ る 。 よ っ て 、 一 般 解 は  

4 5 	



定 数 変 化 法 　 　 　 　 さ ら に つ づ き 	

•  式 ( 5. 1)は 1 階 微 分 方 程 式 で あ る の で 、 そ の 一 般 解
( 5. 6)は 1 つ の 任 意 定 数 C を 含 む 。  

•  式 ( 5. 6)の 変 形 は 、 単 純 な 乗 算 で 積 分 操 作 で は な い
か ら 、 別 の 任 意 定 数 を 新 た に つ け る 必 要 は な い 。  

–  と い う か 、 つ け て は い け な い 。  
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線 形 非 斉 次 微 分 方 程 式 の 解 の 構 造 	

•  こ こ で 、 非 斉 次 方 程 式 ( 5. 1)の 一 般 解 ( 5. 6)の 右 辺 第 2 項 	

C e x p − p x( ) d x∫{ }

e x p − p x( ) d x∫{ } q x( ) e x p p x( ) d x∫{ }#
$

%
& d x∫

は 、 対 応 す る 斉 次 方 程 式 ( 5. 2)の 一 般 解 。 	

•  第 1 項 	

は 、 非 斉 次 方 程 式 の 特 殊 解 で あ る 	

•  一 般 に 、 線 形 非 斉 次 方 程 式 の 一 般 解 は 、 対 応
す る 線 形 斉 次 方 程 式 の 一 般 解 に 、 も と の 非 斉
次 方 程 式 の 特 殊 解 （ な ん で も 良 い ） を 加 え た も
の と な っ て い る 。 	
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線 形 に 限 る が … 	

非 斉 次 の 一 般 解 	

	＝ 斉 次 の 一 般 解 	

　 	 	＋ 　 非 斉 次 の 特 殊 解 	

•  そ れ ゆ え 、 非 斉 次 の 線 形 微 分 方 程 式 に つ い
て は 、 	

–  ま ず は 斉 次 の 一 般 解 を も と め 、 	

–  そ の あ と 、 定 数 変 化 法 、 あ る い は 未 定 係 数 法 な ど で 非 斉
次 の 特 殊 解 の 1 つ を 探 す 、 	

–  と い う 手 順 で 一 般 解 を 求 め る こ と と な る 。 	
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非 斉 次 方 程 式 の 解 の 存 在 と 一 意 性 	

•  式 ( 5. 6)に お い て 、 あ る 点 x  = X で の y の 値 を 指
定 す る と 、 C の 値 が 一 意 に 定 ま る 。  

•  す な わ ち 、 非 斉 次 方 程 式 ( 5. 1)の 解 が た だ 一
つ だ け 必 ず 存 在 す る 。 	
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例 題 5. 1 	 y’ + x y  = x       を 解 く 。 	

(解 )	ま ず 、 導 出 手 順 を 理 解 す べ く 、 公 式 を 使 わ ず 解 く 。 	

対 応 す る 斉 次 方 程 式 は  y’  + x y  = 0,  こ れ は 式 ( 4. 4)。  

y = C
0
e x p −

1

2
x 2

!

"
#

$

%
& .従 っ て そ の 一 般 解 は 式 ( 4. 5),	

こ れ を 問 題 文 の 非 斉 次 方 程 式 に 代 入 す る と 　 	

そ こ で 、 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 と し て 任 意 定 数 C 0 を 	y
h
= e x p −

1

2
x 2

"

#
$

%

&
'

未 知 関 数 c と 置 き 換 え 、 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 と お く 。 	y = c y
h
= c e x p −

1

2
x 2

"

#
$

%

&
'
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E$ "

!y + x y = !c e x p !
1

2
x 2

!

"
#

$

%
& ' x c e x p !

1

2
x 2

�

�
�

�

�
�

�
�
�

�
�
�

+ x c e x p !
1

2
x 2

�

�
�

�

�
�

�
�
�

�
�
�

= x' x c e x p !
1

2
x 2

�

�
�
�
�
�

�
�
�

�

�
+ x c e x p !

1

2
x 2

�

�
�
�
�
�

�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�

c y
h
� + x y

h( ) = c � x e x p �
1

2
x 2

�

�
�

�

�
� + x e x p �

1

2
x 2

�

�
�

�

�
�

�
�
�

�
�
�

= 0

�c e x p �
1

2
x 2

�

�
�

�

�
� = x

�c = x e x p
1

2
x 2

�

�
�

�

�
�



例 題 5. 1 	 さ ら に つ づ き 	

c = x e x p
1

2
x 2

!

"
#

$

%
& d x∫ + C = e x p

1

2
x 2

!

"
#

$

%
& + C

∴ y = e x p
1

2
x 2

"

#
$

%

&
' + C

(
)
*

+
,
-
e x p −

1

2
x 2

"

#
$

%

&
' = 1 + C e x p −

1

2
x 2

"

#
$

%

&
'

と 、 一 般 解 が 求 め ら れ た 。 	

一 方 、 公 式 ( 5. 6)を そ の ま ま 使 っ て み る 。 p (x ) = x , q (x ) 

= x  と な る 。  し た が っ て 	
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E$ "

y = e x p � x( ) d x�{ } � x e x p x d x�( ){ } d x� + C e x p � x( ) d x�{ }

= e x p �
1

2
x 2

�

�
�

�

�
� x e x p

1

2
x 2

�

�
�

�

�
�

�
�
�

�
�
�
d x� + C e x p �

1

2
x 2

�

�
�

�

�
�

= e x p !
1

2
x 2

"

#
$

%

&
' e x p

1

2
x 2

"

#
$

%

&
' + C e x p !

1

2
x 2

"

#
$

%

&
'

= 1 + C e x p !
1

2
x 2

"

#
$

%

&
'



例 題 5. 1	 の 補 足 	

•  し か し な が ら 、 「 非 斉 次 一 般 解 ＝ 斉 次 一 般 解
＋ 非 斉 次 特 殊 解 」 の 基 本 原 則 や 、 	

•  公 式 ( 5. 6)な ど に 、 常 に こ だ わ る 必 要 は な い 。 	

–  も っ と ス マ ー ト な 方 法 、 特 に 計 算 ミ ス の 少 な い 方
法 が あ れ ば 、 そ の 方 が 良 い 。 	

•  例 え ば 、 「 積 の 微 分 の 公 式 」 を 逆 に 使 う 。 	

–  あ る 種 の 積 分 因 子 法積 分 因 子 法 	

　 　 　 　 (yz )’ = y’z  + yz ’,	 d

d x
y z( ) =

d y

d x
z + y

d z

d x

I nt e gr a / n g	f a ct or	
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補 足 ： 例 題 5. 1 の も う 一 つ の 解 法 （ 積 分 因 子 法 ） 	

•  y’ + x y  = x 

•  左 辺 の 形 に 着 目 し て 、 積 の 微 分 の 公 式 が 使
え る よ う に 変 形 し た い 。 そ こ で 、 両 辺 に s(x )を
か け て 、  

•  s(x )y’ + s(x )x y  = s(x ) x  と し て 、  

　 　 と な る よ う に s(x )を 決 め る 。 　  

–  式 の 変 形 を す る だ け な の で 、 s(x )は 特 殊 解 が 一 つ
わ か れ ば そ れ で 良 い 。  

–  変 数 分 離 な の で 容 易 。 	

d s x( )
d x

= s x( ) x
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E$ "

•! x  

•!  

•! s  

– !  

– ! x  

– !  

1

s

d s

d x
= x

l o g s =
1

2
x 2 + C

0

s = e x p
1

2
x 2

!

"
#

$

%
&

e x p
1

2
x 2

�

�
�

�

�
� �y + x e x p

1

2
x 2

�

�
�

�

�
� y = x e x p

1

2
x 2

�

�
�

�

�
�

d

d x
e x p

1

2
x 2

�

�
�

�

�
� y

�
�
�

�
�
�

= x e x p
1

2
x 2

�

�
�

�

�
�

e x p
1

2
x 2

!

"
#

$

%
& y = x e x p

1

2
x 2

!

"
#

$

%
& d x� = e x p

1

2
x 2

!

"
#

$

%
& + C

y = 1 + C e x p !
1

2
x 2

"

#
$

%

&
'



E$ 0 y’ – Ay  = x       A

1 2 ( 5. 6) p (x ) = – A , q (x ) = x  

y = e x p A d x�( ) x e x p ! A d x�( ){ } d x� + C e x p A d x�( )
= e x p A x( ) x e x p ! A x( ){ } d x� + C e x p A x( )
= e x p A x( ) !

x

A
e x p ! A x( ) +

1

A
e x p ! A x( ) d x�

�
�
�

�
�
�

+ C e x p A x( )

= e x p A x( ) !
x

A
e x p ! A x( ) !

1

A 2
e x p ! A x( )

�
�
�

�
�
�

+ C e x p A x( )

= !
x

A
!

1

A 2
+ C e x p A x( )



E$ 0 y’ – Ay  = x       A

1 2 e x p( – A x )

e x p ! A x( ) �y � A e x p ! A x( ) y = e x p ! A x( ) x

d

d x
e x p ! A x( ) y{ } = e x p ! A x( ) x

x

e x p � A x( ) y = e x p � A x( ) x d x� = �
1

A

�

�
�

�

�
� e x p � A x( ) x +

1

A
e x p � A x( ) d x�

= !
1

A
e x p ! A x( ) x !

1

A 2
e x p ! A x( ) + C

� y = !
x

A
!

1

A 2
+ C e x p A x( )



E$ # y’ – Ay  = e x p(B x )      
A, B A  !  B

1 2 ( 5. 6) p (x ) = – A , q (x ) = e x p(B x ) 

y = e x p A d x!( ) e x p B x( ) e x p " A d x!( ){ } d x! + C e x p A d x!( )
= e x p A x( ) e x p B x( ) e x p ! A x( ){ } d x" + C e x p A x( )
= e x p A x( ) e x p B � A( ) x{ }�

�
�
� d x� + C e x p A x( )

= e x p A x( ) 1

B � A
e x p B � A( ) x{ }

�

�
�

�

�
� + C e x p A x( )

=
1

B ! A
e x p B x( ) + C e x p A x( )



E$ 6 y’ – Ay  = e x p(A x )      

1 2 5. 3 A  = B ( 5. 6)

p (x ) = – A , q (x ) = e x p(A x ) 

y = e x p A d x�( ) e x p A x( ) e x p ! A d x�( ){ } d x� + C e x p A d x�( )
= e x p A x( ) e x p A x( ) e x p ! A x( ){ } d x� + C e x p A x( )
= e x p A x( ) d x� + C e x p A x( )
= x e x p A x( ) + C e x p A x( )

x  e x p(A x )1

B ! A
e x p B x( )
x



例 題 5. 4 補 足 	

•  上 の ま ま で は B  →  A で 発 散 す る 。 任 意 定 数 を 若 干 変
形 し て 　 　 　 　 　 　 　 　 　 と し て 上 式 を 書 き 換 え る と  

•  こ こ で B  →  A と す る と 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 は 、  

•  微 分 の 定 義 に よ り 	

1

B − A
e x p B x( ) + C e x p A x( ) で 、 B  →  A の 時 の 特 殊 解

を ど う 考 え る ？ 	

C = −
1

B − A
+ C

0
1

B − A
e x p B x( ) − e x p A x( )"

#
$
% + C

0
e x p A x( )

lim
B → A

e x p B x( ) − e x p A x( )
B − A

lim
B → A

e x p B x( ) − e x p A x( )
B − A

=
d

d A
e x p A x( ){ } = x e x p A x( )

そ れ ゆ え 指 数 関 数 に x を 掛 け た よ う な 特 殊 解 が 現 れ
る .	
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E$ E x y ’ –  y = x              

1 2

y = e x p
1

x
d x�

�

�
�

�

�
� e x p �

1

x
d x�

�

�
�

�

�
� d x� + C e x p

1

x
d x�

�

�
�

�

�
�

= e x p l o g x( ) e x p ! l o g x( ) d x" + C e x p l o g x( )
= x

1

x
d x� + C x = x l o g x + C x

 

x ( 5. 6)

p (x ) = – 1/x , q (x ) = 1

!y !
1

x
y = 1

d y

d x
=

y

x
+ 1

3. 1  



E$ E x y ’ –  y = x    

1 2

d

d x

1

x
y

!

"
#

$

%
& =

1

x

y

x
=

1

x
� d x + C = l o g x + C

y = x l o g x + C x

x 2
1

x
�y �

1

x 2
y =

1

x

 

x



ま と め ： 本 日 の 確 認 事 項 	
•  同 次 形 の 意 味 が 理 解 で き る 	

•  同 次 形 の 解 き 方 が 理 解 で き る 	

•  　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 の 形 が 解 け る 　 	

•  1 階 線 形 斉 次 方 程 式 の 意 味 が 理 解 で き る 	

•  1 階 線 形 斉 次 方 程 式 の 解 き 方 が 理 解 で き る 	

•  　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 の 形 が 解 け る 	

•  　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 の 形 が 解 け る 　 	

d y

d x
= f

A x + B y + C

D x + E y + F

!

"
#

$

%
&

f x ,
d y

d x
,
d 2 y

d x 2

!

"
#

$

%
& = 0

f y ,
d y

d x
,
d 2 y

d x 2

!

"
#

$

%
& = 0
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ま と め 　 　 つ づ き 	

•  1 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 の 意 味 が 理 解 で き る 	

•  定 数 変 化 法 に よ る 1 階 線 形 非 斉 次 方 程 式 の
解 き 方 が 理 解 で き る 	

•  非 斉 次 方 程 式 の 一 般 解 は 、 対 応 す る 斉 次 方
程 式 の 一 般 解 と 非 斉 次 方 程 式 の 特 殊 解 の
和 で あ る こ と が 理 解 で き る 	

•  1 階 線 形 方 程 式 の 解 が た だ 一 つ だ け 存 在 す
る 条 件 が 理 解 で き る 。 	
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