
複素関数
• 複素関数とは

• 写像

• 一次変換

1

指数関数・三角関数

双曲線・対数・べき関数

• ez , sin, cos

• sinh, cosh, log z, za

解析学 第２回
今日のポイント：
実関数と複素関数の
相違点に注目



複素関数

• 複素関数と実関数の違いを説明できる

• 境界，領域，範囲の定義を言える

• 一価関数と多価関数の違いを説明できる

• 写像を，例を使って説明できる

• 一次変換を求め，図示できる

2

目標



複素関数とは

3

x

y

0
z平面

z

u

v

0

w

z = x + i y

複素数 zが，複素数 wに対応付けられるとき

w=f(z) と表して，f(z)を複素関数という

w = u + i v

w平面

w = f(z)



用語の整理
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x

y

0 z平面

z

u

v

0

w

w平面

w = f(z)

定義域

領域： 境界を含まない
範囲： 境界を含む

独立変数従属変数

一価関数： wが１つ
多価関数： wが２つ以上

複素平面の

1つの複素変数に
2つの独立な実数
変数を含んでいる

w'



実関数との違い
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実関数の場合は実数から実数への対応だった

複素関数の場合は複素数(平面)から複素数(平面)の対応

x f(x)

x

f(x)

x

y

0
z平面

z

u

v

0

w

w平面

２次元的な１枚の
グラフで f (z)を図示
することはできない．

1変数なら，2次元的な
1枚のグラフで f (x)を
図示できる．



複素関数を図示する方法１
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w = u(x,y) + i v(x,y)

x

y

0
z平面

z

u

v

0

w

z = x + i y w = u + i v

w平面

w = f(z)
x, yの関数

実関数

• zとwをそれぞれ複素平面上に図示
（特定の図形など，定義域を限定する場合はこの表示法がわかりやすい．
一方，点の対応関係を明確に表示するのは難しい場合もある．）



7

u(x,y)

x

y
0

z平面

• uとvをそれぞれ x, yの実関数として図示する

v(x,y)

x

y
0

z平面

実部 虚部

全てのx,yについてプロットすると３次元的なグラフになる

複素関数を図示する方法２

w = f(z)=u(x,y) + i v(x,y)



方法２による表示例
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w = z2 + z = u + i v

u(x,y)= x2 - y2 + x v(x,y)= 2xy + y

x
y

例題３．１（１）
z=x+iyを代入して実部uと虚部vに分離

x
y
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例題３．１

(1) w = z2 + z

zzw  2

u(x,y) v(x,y)

(方針） z= x+iyを代入して，実部uと虚部vに分ける

z= x+iy として,次の関数wの
実部u(x,y)と虚部v(x,y)を求めよ

(解)

)()( 2 iyxiyx 

iyxyixyx - 22 2

)2(22 yxyixyx -

代入

実部と虚部に分ける



2222

22 2

yx

xy
i

yx

yx






-
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例題３．１
(方針） z= x+iyを代入して，実部uと虚部vに分ける

(2)

iyx

iyx

-




u(x,y) v(x,y)

z

z
w 

iyx

iyx

iyx

iyx





-




22

22 2

yx

ixyyx



-


分母を実数化

分母分子に同じ複素数
を乗ずる
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% 例題3.1のグラフ表示
% このままでも「セクションの実行」で実行できる．「実行」するには関数としての
% 定義が必要．具体的には，function宣言してfunction名をファイル名と一致させる．

% 変数Zの範囲を定義．meshgrid()を使って(x,y)メッシュを行列として生成.

x = -100:100;

y = -100:100;

[X Y]=meshgrid(x,y);

% 下記 Z の定義の先頭の%のどれか１つを削除して有効化して表示する．
% Z の定義が２つあると，最後の定義が有効になる．

% (1)

%実部 u(x,y)

%Z= X .* X + Y .* Y + X;

%要素ごとの乗算には .* を使う
%虚部 v(x,y)

%Z= 2.*X.*Y+Y;

% (2)

%実部 u(x,y)

%Z= (X .* X - Y .* Y) ./ (X .* X + Y .* Y) ;

%虚部 v(x,y)

Z= 2.*X.*Y ./ (X .* X + Y .* Y);

% 3Dグラフ描画
figure

surf(X,Y,Z);

% シェーディングオプション(省略可)
shading interp;light('Position',[-1 -1 2]);rotate3d;

(参考)グラフ表示用MATLABコード



関数 w=f(z)によって，
w平面上の点の集合に対応付けることを

写像
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z平面上の点の集合Dを，

写像または変換という．

x

y

0
z平面

z0

w平面
u

v

0

az0f(z)

円周上の点の集合をaだけ平行移動する写像の例

本日２つ目の重要項目



定数aだけ平行移動する
写像の関数表現
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w = z + a

x

y

0
z平面

z0

w平面
u

v

0

az0z + a

円周上の点の集合をaだけ平行移動する写像の例

a



次の関数はどのような写像か？
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w = az
ただし，aは実定数とする



次の関数はどのような写像か？
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w = az
ただし，aは実定数とする

（答え）

原点を中心にa倍の拡大・縮小．
負の場合は原点対称に移動．



次の関数はどのような写像か？
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w = az
ただし，|a|=1の複素定数

 sincos ia  と表すと，

原点中心に，各点 zを θ (arg a)回転させる

（答え）

【１．３極表示「複素数の積」を参照】



w=az (|a|=1)の写像
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x

y

0
z平面

z0

θ = arg a

 sincos ia  より，

円周上の点の集合を arg aだけ回転移動する写像の例

（注：どの偏角を見ているかを間違えないように．arg aかarg zか，など．）



w=az (|a|=1)の写像

18

x

y

0
z平面

z0 az

w平面
u0

y

 sincos ia  より，

円周上の点の集合を arg aだけ回転移動する写像の例

（注：どの偏角を見ているかを間違えないように．arg aかarg zか，など．）



•点zの原点からの距離を |a|だ

け拡大・縮小(負の場合は原点対称)

•角度 Arg aだけ反時計回りに
原点中心の回転

• bだけ平行移動
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w=az + bの写像

a=0のときは，すべての点zはbに写像
|a|=1のときは平面図形の形状が保存される

(a,bは複素定数)
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の写像
z

w
1



既に(1.10)で証明したように，

なので，原点からの距離(絶対値)は 1/|z|に,

偏角は -θ = - Arg z (実軸を中心に折り返す)となる．

この写像を 反転 という．

  sincos|| izz 
に対して，z≠0の時，

 )sin()cos(
||

11
 -- i

zz
(1.10’)



21

による反転
z

w
1



x

y

0

z平面 w平面

u

v

1/z
01 1

単位円上の点は，単位円上に対応する．

注）単位円でないと大きさは保存されないのと，
単位円の内部は単位円の外部に移ることに注意．
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w=z2の写像

どのような写像になるか調べるために z=x+iyを代入すると，

2)( iyxw 

22 2 yixyx - )2(22 xyiyx -

u(x,y) v(x,y)
z平面で虚軸に平行な直線 x=1 は，

w平面では, yiyw 21 2 - となる．

yv 2 より，y = v/2を上の式u=x2-y2に代入すると
2

2
1 








-

v
u ⇒ uの正方向に凸の放物線
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x

y

0

z平面 w平面

u

v

z2
01 -1

等角写像

曲線間の角度が写像によって変化しない

w=z2による写像

1

1

2

x=1

y=1

y=1x=1

等電位線と電気力線の関係など，
工学上重要な応用がある

2

2
1 








-

v
u

1
2

2

-









v
u



一次変換
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定義：次の式で定義される写像を一次変換または
一次分数変換という．

本日３つ目の重要項目

dcz

baz
w






0-bcad

ただし，a,b,c,dは複素定数であり，

分子だけでも拡大･縮小，回転，平行移動を表すことができる．

分母は1/zを含むので，反転を表しているはず．係数を適切に
設定することで，これらの写像を組み合わせて実現できる．

単純な場合について，具体的に調べてみよう．

（分母が０になったり，あまりに
も自明な変換を排除するため）
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c=0, a≠0の場合

既に調べた w=az+b と同じ形．

拡大･縮小，回転，平行移動を表す．

dcz

baz
w






0-bcad より，d≠0が保証されるからdで除算できて

d

b
z

d

a

d

baz





0



26

c≠0の場合

dcz

baz
w






c

d
z

c

adbc

c

a



-


2

c

d
z

c

b

c

ad

c

d
z

c

a

c

d
z

c

b
z

c

a



-
















2

分母と分子をcで割る
分母と同じ形になるように足して引く

平行移動
平行移動，反転

拡大縮小，回転
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z平面上の異なる３点z1,z2,z3を，それ
ぞれw平面上のw1,w2,w3に変換する

一次変換

12

32

3

1

12

32

3

1

zz

zz

zz

zz

ww

ww

ww

ww

-

-

-

-


-

-

-

-

z1
z2
z3

w1
w2
w3

（対応関係）



対応関係の証明

    

    321123

123321

zzzzwwww

zzzzwwww

----

----

(定義式)⇔ 分母をすべて分子へ持ってくる

z=z1を代入すると、（右辺）＝０より，左辺から w=w1が導かれる．

z=z3を代入すると、（左辺）＝０より，右辺から w=w3が導かれる．

z=z2を代入すると、      123321 wwwwwwww ----

⇔ w=w2 以上．



（例）次の３点写像を表す
一次変換の表式を求めよ
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z1= -1
z2= 0
z3= 1

w1= -1
w2= -i
w3= 1

（解）式(3.2)に値を代入すると

1-

-


iz

iz
w

1

1

1

1

1

1

1

1 -

-




-

--

-



z

z

i

i

w

w
⇔

点や範囲の対応関係を複素平面上で確認しよう



1
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点や範囲の対応関係の調べ方
グラフ描画と式を活用

x

y

0

z平面 w平面

u01-1

1-

-


iz

iz
w

1

v

z1 z2

実軸z=xの写像を調べてみる．
式に代入すると,

1-

-


ix

ix
w

1

1

1 2

2

2 

-





x

x
i

x

x
ivu 

グラフを描けば一目瞭然だが, 122  vu なので円とわかる．

z=iの写像はw=0に，y≧0の範囲は|w|≦１の円とその内部へ．

w3
w1

w2

-1

-i

z3



例題３．３ １次変換
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(解) をzについて解くと，

1

12

-




z

z
w による円 |z|=2

の写像を求めよ．

2

1

-




w

w
z

これを|z|=2に代入すると 2
2

1


-



w

w より

221 - ww 両辺２乗し，
2

www  を用いて整理

⇔ 0533 -- wwww

⇔    0433 --- ww

⇔ 23 -w よって，中心が３で
半径２の円が像となる．

v

1

u0 2

3
|z|=2

|w-3|=2



【例題３．３解答の補足】
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• +3平行移動しただけなので，w=z+3と等価

• 複素関数w=z+3と，最初に与えられた一次

変換 は，複素関数としては等価

ではないが，|z|=2の円周上に限定すれば，

等価といえる．

• 従って，円周上からはずれた領域の変換は，

等価である保証は無い．

1

12

-




z

z
w



指数関数・三角関数

• 複素指数関数の定義式を示し，計算できる

• 極形式の複素数を指数表示できる

• 複素三角関数の定義を示し，指数関数に変換できる

• 実数と複素数のオイラーの公式を使うことができる

• 指数関数，三角関数を含む方程式を解くことができる

33

目標



指数関数の定義
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z=x+iyに関する複素指数関数 ezは，
実関数ex, cos y, sin yにより次のように定義される

 yiyee xz sincos 

特にzが純虚数(iy)のとき，定義式でx=0とすると，

次の オイラーの公式 が得られる．

yiyeiy sincos 

(4.1)

(4.2)



指数の累乗法則
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複素指数関数 ezの定義式(4.1)に，
オイラーの公式(4.2)を代入すると，

iyxz eee 
一方， ez の zに，z=x+iyを代入すると，

iyxz ee 
上の２式の右辺同士は等しくなければならないから，

iyxiyx eee 

指数関数の累乗法則が複素数に拡張された．

(4.2')



極形式の指数表示

36

複素数を極形式で表示すると，

)sin(cos  irz 

これを，極形式の指数表示 という．

ここに，オイラーの公式(4.2)を適用すると，

(1.3)

irez  (4.3)

ezの定義式(4.1)で，ex≡r, y≡θ と置けば，同じ式であるとわかる．
この形式は，x+iy形式と同様，すべての複素数を表すことができる．



指数関数の公式
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１） 2121 zzzz
eee




２） 21

2

1

zz

z

z

e
e

e -


３）   nznz ee 

４）
zinz ee  2

指数法則

(n=0,±1,±2,....)
べき乗則

(n=0,±1,±2,....)
周期性の公式

ここまでに出てきた定義と性質から導出される



例題４．１ 方程式 ez=1+iの解 zを求めよ．

38

(解) 1+iを極形式で表示すると

オイラーの公式

より，
inz 







 


2

4
2log

2

1

z
in

in

ee

ee

nini
































































2
4

2log
2

1

)2
4

(
2log

2
4

sin2
4

cos21

(例題1.3)

1

i

0

Re

Im

4



1+i

2

 sincos iei 



例題４．２ となることを示せ．
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(解) z1=x1+iy1, z2=x2+iy2とおいて左辺に代入すると

21 zz
ee

2121 zzzz
eee




    21212121 sincoscossinsinsincoscos21 yyyyiyyyyee
xx

-

(1.8)で証明済み(三角関数の加法定理)

    2121 sincos21 yyiyye
xx




 

21

2121

zz

yyixx

e

ee









ezの定義式(4.1)

   2211 sincossincos 21 yiyeyiye
xx



オイラーの公式
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w=ezの写像
どのような写像になるか調べるために
z=x+iyを代入すると，

iyxeew 

  ivuyiyex  sincos

より， yeu x cos yev x sin となるから,

xevu 222  および， yuv tan
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w=ezの写像
xevu 222 

yuv tan

z平面上でy軸に平行なx=x0の
w平面上の像は，半径ex0の円．

x軸に平行なy=y0のw平面上の像は
角度 tan y0で原点を含まない半直線．

x

y

0

z平面 w平面

u

v

0x0

x=x0

y=y0

0x
e

0tan y

π

-π



三角関数の定義

42

複素三角関数 cos z と sin zを次のように定義する．

その他の三角関数はcosとsinにより定義する．

2
cos

iziz ee
z

-
 (4.4)

z
z

z
z

z

z
z

z

z
z

sin

1
cosec,

cos

1
sec,

sin

cos
cot,

cos

sin
tan 

i

ee
z

iziz

2
sin

--




複素数のオイラーの公式

43

式(4.1)から e-izを消去すると,複素数のオイラーの公式を得る

zizeiz sincos  (4.5)

z=x+iyとおいてcos z と sin zを x,yで表すと

yxiyxz sinhsincoshcoscos -

yxiyxz sinhcoscoshsinsin 
(4.6)

2
cosh

yy ee
y

-
ただし,

2
sinh

yy ee
y

--
 （実数の双曲線関数）



cos z, sin zをx, yで表しておく
（後で使う）
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z=x+iyとおいてcos z と sin zを x(実部), y(虚部)で表すと

yxiyxz sinhsincoshcoscos -

yxiyxz sinhcoscoshsinsin 
(4.6)

2
cosh

yy ee
y

-
ただし,

2
sinh

yy ee
y

--
 （実数の双曲線関数）

cos z と sin zの定義式(4.4)で,



複素三角関数の公式

１）

２）

３）

４）

５）

６）

７）

1cossin 22  zz

212121 sinsincoscos)cos( zzzzzz 

122121 cossincossin)sin( zzzzzz 

zz cos)cos( -

zz sin)sin( --

yxz 222
sinhcoscos 

yxz 222
sinhsinsin 

( z=x+iy )

( z=x+iy )

式６）と７）は，式(4.6)と実数の双曲線関数の公式 cosh2y-sinh2y=1,および
三角関数の公式 sin2x+cos2x=1を使って導かれる．



補足的注意

46

• おおむね実数と同等の公式が成り立つと考
えてよい

• 一方，関数が取る値(特に絶対値）は実数か
らの類推と食い違う場合も多いので注意
⇒定義に戻って計算する



例題４．３

47

(方針)

加法定理（２）（３）のうち，
cos(z1+z2)とsin(z1+z2)を導け

  2121 izizzzi
eee 


と

  2121 izizzzi
eee
---



を，複素数のオイラーの公式(4.5)を使って展開し
比較すると導かれる．

zizeiz sincos 

指数の関係式



例題４．４

48

(解)









 i

6
sin


を計算して，

4
3

4

1sinh
6

cos1cosh
6

sin
6

sin

11 -- -















ee
i

ee

ii


(実部)+i(虚部)の形で示せ．

(別解)

加法定理sin(z1+z2)の式を使っても良い．
また，sin zの定義式(4.4)から出発しても同じこと．

公式(4.6) に代入すると，yxiyxz sinhcoscoshsinsin 



例題４．５
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(解１)

方程式 cos z = i を解け．

2
cos

iziz ee
z

-
cos zの定義式 を代入すると，

(与式)⇔ i
ee iziz


 -

2
⇔ iee iziz 2 -

⇔ 0122 - iziz iee

両辺に eizを乗じて

これを eizに関する２次方程式と見なして
解と係数の関係を使って解くと，

)21(22

11

-

--

iiii

ieiz

正負を確認して次にlogをとる



5050

)21(  ieiz )21log(
2

2 










 ee
ni 



指数同士を等しいとおくと

)21log(2
2









 


niiz

)21log(2
2

- inz 


両辺を iで除せば

なので，

・・・・・・(☆)

まずは±の＋の場合を考える．
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)21( - ieiz
のときは，一方， )12( -- i

)12log(
2

2 -








-

 ee
ni 



両辺の指数同士を等しいとおくと

)12log(2
2

-







- 


niiz

両辺を iで除せば

(☆)と(★)をまとめると，

)12log(2
2

--- inz 


・・・・・・(★)

)12log(2
2

- inz 


(複合同順)

(n=0,±1,±2,...)

＞０でないとlogを取れ
ないので符号を確認した



例題４．５

52

方程式 cos z = i を解け．

公式(4.6) より，yxiyxz sinhsincoshcoscos -

かつ

(cosh y>0なのでcos x=0で
なければならないから)

左でcosx=0よりsinx=±1

eyについての２次方程式と見てeyについて解くと

解と係数の関係から

0coshcos yx（実部） 1sinhsin -yx（虚部）

⇔ 0122 - yy ee1
2

sinh 
-


- yy ee

y∴

21
2

442







ey＞０なので正の解だけ採用すると，

12 ye ⇔  12log y

z=x+iyとおくと

⇔ 


nx 2
2


以上をまとめて

 12log2
2

in

iyxz














 （複合同順）

(解２)



例題４．５の解答例注）
前ページで示した解は，（解１）あるいは，教科書
p.24に示された解と微妙に符号が食い違っている
ように見えるが、logの項には下のような関係が成
り立っている．
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 12log

12

12
log

12

12

12

1
log

12

1
log12log12log

1

















-






















-











-
---

-

従って、同じ解を
表している．

 

 12log2
2

12log2
2

-



















in

inz







 （前ページの表記）

（教科書の表記）

（いずれも複合同順, n=0,±1,±2,....）
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w=sin zの写像

ivuz sin と表すと，式(4.6)より，u,vは

y

v
x

y

u
x

x

v
y

x

u
y

sinh
cos,

cosh
sin,

cos
sinh,

sin
cosh 

ここから次の４つの式を導き，

実関数の公式 1sinhcosh 22 - yy および 1sincos 22  xx

に代入すると，次式を得る．

yxu coshsin yxv sinhcos，

yxiyxz sinhcoscoshsinsin 

1
cossin 2

2

2

2

-
x

v

x

u
...(a) 1

coshsinh 2

2

2

2


y

v

y

u
...(b)

x=一定なら双曲線 y=一定なら楕円
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w=sin zの写像

x

y

0

z平面 w平面

u

v

0

1
cossin 2

2

2

2

-
x

v

x

u
1

coshsinh 2

2

2

2


y

v

y

u

x=x0

y=y0



複素三角関数と実三角関数の違い

|cos z|≦1, |sin z|≦1は成り立たない．
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zを複素数とすると，

複素三角関数の絶対値に関する式には注意！



例題４．６
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(解)

zが純虚数で z = iy の場合に，

z
y

coslim


を求めよ．




)cos(lim iy
y

yy

y

ee -



lim
2

1


 -

 2
lim

)()( iyiiyi

y

ee



定義式に代入

|cos z|≦1 は成り立たない．
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逆三角関数の定義

(1)

(2)

(3)

wzzw coscos 1  -

wzzw sinsin 1  -

wzzw tantan 1  -



例題４．７

59

(解)

w = cos-1zにおいて, z=x+iy, w=u+iv とする場
合に，x, yを， u, vの関係式でそれぞれ示せ．

wz cos に，z と wを代入すると

 ivuiyx  cos

vuivu sinsincoshcos -

実部と虚部を比較して

vuyvux sinsin,coshcos -

⇔
(複素cosの加法定理)



双曲線関数・対数関数・べき関数

60



複素双曲線関数の定義

61

複素双曲線関数 cosh z と sinh zを次のように定義する．

その他の双曲線関数はcoshとsinhにより定義する．

2
sinh,

2
cosh

zzzz ee
z

ee
z

-- -



 (5.1)

z
z

z
z

z

z
z

z

z
z

sinh

1
cosech,

cosh

1
sech,

sinh

cosh
coth,

cosh

sinh
tanh 



双曲線関数と三角関数の関係

62

双曲線関数の定義式(5.1) と三角関数の定義式(4.4)の

zを izで置き換えると,次の関係式が導かれる．

zi
i

iee
izz

ee
iz

iziziziz

sin
2

sinh,cos
2

cosh 
-





--

zi
i

ee
izz

ee
iz

iziiziiziizi

sinh
2

sin,cosh
2

cos 
-





--



例題５．１
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(解)









 i

2
1cosh


を計算して，

(実部)+i(虚部)の形で示せ．









 i

2
1cosh


























- ii

ee 2
1

2
1

2

1

















-
-

ii

eeee 212

2

1


















-








 -

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2

1 1 
ieie








-

e
e

i 1

2

0 01 1



双曲線関数の加法定理
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１）

２）

３） 1sinhcosh 22 - zz

212121 sinhsinhcoshcosh)cosh( zzzzzz 

122121 coshsinhcoshsinh)sinh( zzzzzz 

３）は，双曲線関数の定義式(5.1)より得られる．

2
sinh,

2
cosh

zzzz ee
z

ee
z

-- -







例題５．２

65

(解)

212121 sinhsinhcoshcosh)cosh( zzzzzz 

を示せ．

右辺から左辺を導こう．各項に定義式を代入

(右辺)
2222

22112211 zzzzzzzz
eeeeeeee
----

--





   2121212121212121

4

1

4

1 zzzzzzzzzzzzzzzz
eeeeeeee

--------
--

  2121

2

1 zzzz
ee

-
  21cosh zz 

キャンセル キャンセル



例題５．３
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(解)

0cosh z を解け．

0
2

cosh 



- zz ee

z の両辺に ezをかけると

012 ze⇔

ezに関する２次方程式を解くと

ie z - 1
in

e














2

2

よって，指数同士を比較して

inz 







 


2

2

(n=0,±1,±2,....)

・純虚数である
・無限個の解が存在する



例題５．４
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(解)









-

2
2cosh


i を u+ivの形式で示せ．

coshの定義式に代入すると





















-









--








- ii

eei 2
2

2
2

2

1

2
2cosh












 -
- ii

eeee 2222

2

1












































-








-

-

2
sin

2
cos

22
sin

2
cos

2

22 
i

e
i

e

オイラーの公式を適用して

 22

2

-- ee
i

0 01 1



複素対数関数の定義

68

指数関数 w=ez の逆関数として対数関数を定義する．

すなわち，wとzを入れ替えて，

z=ew

を満たすzの関数wを，対数関数と呼び，次のように定義する．

w=log z (ただし，z≠0)

複素数でも実数と同様，z=ew ≠0であることから，

z=0を除いた領域で定義される．



logの多価性

69

z=ewに，w=u+ivおよび極形式の指
数表示 z=reiθ 式(4.3)を代入すると，

ew=eu+iv=eueiv=z=reiθ

大きさの比較から，eu=r ⇔ u=log r (実数)

よってw=log zは次のように表される．

偏角の比較から，v=θ

w=log z =u+iv = log r + iθ
(ただし，r=|z|, θ=arg z )



z=reiθの偏角θには2πの周期性がある
から，log zの値は無限通り存在する．
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⇒ 無限多価関数
このような場合は主値を定めるのであった．

すなわち，偏角の主値Argに対応させて，
log zの主値を次のように定め，大文字で
Log z と表す．

Log z = log|z|+i Arg z

（たとえば -π<Arg z≦ π）

これは複素関数としてのlogではなく,実関数としてのlog



複素対数関数の定義

71

（主値による表現）

log z = Log z + 2nπi
(n=0,±1,±2,....)

(5.3)

２つ併せて，

log z = log |z| + i Arg z + 2nπi
(n=0,±1,±2,....)

(5.3)'(実部)＝zの大きさの実対数
(虚部)＝zの偏角

これは複素関数としてのlogではなく,実関数としてのlog

複素関数としてのlog
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単純な数のlogが意外な値を持つ．たとえば，

1log

実部は0(一定)だが，虚部は無限個の値をもつ．

実数関数としてのlog1=0は，複素関数としての
log1の表式の，n=0に対応している.

ini 21Arg1log 

ini 200 
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例題５．５

(解)

ただし，偏角の主値範囲を 0≦Arg z＜2πとする．

次の複素関数の値を求めよ．

(1) Log 1

(ただし，n=0,±1,±2,....)

1Arg1log i 0i0 01Log

(2) log(-1)

 ni 21)Arg(1log --

  ni 20 

1

  in 21

Logの定義式

logの定義式

1

Re

0-1
-i

i
Im
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例題５．５

(解)

ただし，偏角の主値範囲を 0≦Arg z＜2πとする．

次の複素関数の値を求めよ．

(2) Log i

(ただし，n=0,±1,±2,....)

)Arg(log iii  i
2

0


 i
2


iLog

(2) log(-3i)

 niii 2)3Arg(3log --









 


ni 2
2

3
3log

3

  in 22/33log 

Logの定義式

logの定義式

log1

1

u

0-1
-i

i

-3i

v

nを整数倍ずらしても
等価(教科書p.29)
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例題５．６

(解)

log(1-i)を，u+ivの形で表せ．

- )1log( i  niii 2)1Arg(|1|log --
定義式(5.3)

1-iの絶対値と偏角は，左下の図から

2|1| - i1

-i

0 Re

Im

4


-

1-i

Arg(1-i)=
4


-

よって，









-- 


nii 2
4

2log)1log(









- 


ni 2
4

2log
2

1

(ただし，n=0,±1,±2,....)

（－π≦Arg z＜π とした）

（正方形の対角線）



対数関数の公式

76

１） 2121 logloglog zzzz 

証明）
log z1=w1 , log z2=w2とおくと，z1=ew1, z2=ew2

指数関数の公式 ew1ew2= ew1+w2を用いると

z1z2=ew1ew2= ew1+w2 ．ここでlogの定義より

w1+w2=log z1z2 ⇔ （与式）

２）
2

1
21 logloglog

z

z
zz - )0( 2 z



注意
• 前ページの公式をはじめ，対数関数に関する関係
式は，対数関数が無限多価であることに注意．

• 例えば，前ページの公式は，n=0,±1,±2,....と無限
に存在する値の中のどれかで成り立つ，という意味
になる．一例を挙げると，

Log(1)=Log((-1)×(-1))=Log(-1) + Log(-1)

偏角の範囲を-π＜Arg z≦πとすると，例題5.5より
(左辺)＝０，(右辺)=πi+πiとなり矛盾.

しかし，右辺第2項の偏角の範囲を-π≦Arg z＜πと考
えれば，Log(-1)=-πi となるから(右辺)=0となって矛盾
は解消される．(主値のみに着目していると危ない場合がある．対数関
数は結局のところLogではなくlogである，ということを忘れない) 77



多価関数同士の＝（等号）？

• 多価関数の値は一つではないため，
値の「集合」を意味する．

• 右辺f(z)と左辺g(z)がそれぞれ多価関数のとき、そ
れらを等号で結んだ式
f(z)＝g（z） の意味は，

たとえばf(z)の値の集合と，g(z)の値の集合の双方
に，お互いに等しい要素が必ず一つは存在する，と
いう意味になる．

• 値の異なる要素同士を比較すれば，（等号で結ば
れているにもかかわらず）当然等しくない．

78
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w=Log zの写像
• logは無限多価なので，写像は主値Logに限定して考
える．

z = reiθなので，Log z = log r + iθ = u+iv (r>0)

偏角の範囲を-π＜θ(=Arg z)≦πとする．

z平面上でθを固定してrを変数(>0)とすると、z平面上では
原点を除く半直線が，w平面上ではu=log rの直線に移る．
偏角θの範囲が-π＜Arg z≦πであることに注意する．

z平面上でrを固定してθを変数とすると、z平面上では半
径rの円が，w平面上ではv=θの直線になる．
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w=Log zの写像

z = reiθ ⇔ Log z = log r + iθ = u+iv (r>0)

偏角の範囲： -π＜Arg z(=θ)≦π

z平面

u

v

0 x

y

0

w平面

log r

u=log r

v=θ

π

-π

r

θ

u=log r

v=θ

指数関数の写像と
ほぼ対の関係にある



複素べき関数の定義

81

実数a,bのべき を拡張して，複素べき関数を定義する．

aが正の整数のときはa回乗ずる,負の整数なら逆
数をとり，１／(整数)ならn乗根の公式と等価.これ
ら個別の公式は式(5.4)で統一的に表される．

bab ea log

zaa ez log (aは複素数)
(5.4)

定義にlog zを含むので，多価性を考慮すると，実

数のべき乗と同じ計算規則が成り立たない場合が
ある．(aが整数のときは問題が少ない．)
各種計算規則を式(5.4)に戻って導出・証明ができるようにしておくこと．



１） aが正の整数(m=1,2,3,....)の場合

82

zminmzminzmzmm eeeeez Log2Log)2(Loglog   

多価性を示すnが消えてしまったので，
この時点でzmは一価関数であるとわかる．実際，

zzzzzm eeeee LogLogLogLogLog  

mzzzz  .......

と，一意に元の値に戻ってくる．

m個

m個

定義 logの定義 指数の規則

1



 )2(log
1

 nir
me
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２） a=1/m (mは正の整数)の場合

mz

1
z

me
log

1

)
2

(
1

log
m

n

m
i

m
r

ee






定義

log zの定義と z=reiθ

)
2

(
1

m

n

m
i

mer




 （m乗根）

n乗根の表式で確認したとおり，上の式は

n=0, 1, 2,...., m-1の異なる値をとるので，m価関数である．

m個

zaa ez log
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３） a=l/mかつ m≧2の場合

m

l

z
z

m

l

e
log  )2(log  nir

m

l

e



)

2
(log

m

ln

m

l
i

m

l
r

ee


 



定義
logの定義とz=reiθ

)
2

(
m

ln

m

l
i

m l er






（ただし，l,mは互いに素） （aが有理数の場合）

lとmは規約なので

n=0, 1, 2,...., m-1で異なる偏角を表し，それ以降は（2π×l)

回転ごとに同じ値を繰り返すので，結局，m価関数である．

)
2

(
m

ln
i

e



の偏角
m

ln2
は

（aが無理数の場合はm→無限大のアナロジーから，無限多価となる）
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４） aが複素数の場合

az
zae log  )2(log)(  niriqpe 

 )2(log)2(log  nprqinqrp ee -

定義
logの定義とz=reiθ

aが複素数の場合の，zaの絶対値と偏角の表式を求めてみよう．

a=p+iq とおいて定義式に代入すると

代入

 )2(log)2(  nprqinqp eer -
よって，絶対値 |za|を，r=|z|を用いて表すと，

また，偏角は，2πの整数倍(2lπ)加えても等価なことから

)2(  nqpa ezz -

 lnpzqz a 2)2(logarg  (n=0,±1,±2,....)

なお，q≠0の場合, |za|を見ると，n=0,±1,±2...により，zaは無限多価(周期的に同じものが現れ
ない)なことがわかる．また，例えq=0であっても，偏角を見ると，pが無理数なら2pnπの回転に

よって同じ偏角に重ならないので無限多価である．（ lについては１回転ごとに同じ点に重なるから多価性とは無関係）

(l =0,±1,±2,....)
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例題５．７

(解)

ii を，u+ivの形で表せ．

iie log

(ただし，n=0,±1,±2,....)

ii =   niiii
e

2Arglog 


log1=0 π/2















nii

e
2

2

logの定義









-





n

e
2

2

よって，上の式が実部uそのものであり，虚部vは0である．

直感に反して（？），無限多価の実数値となる．

定義式(5.4)に z=i, a=iを代入



まとめ：本日の確認事項
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• 複素関数と実関数の違いを説明できる
• 境界，領域，範囲の定義を説明できる
• １価関数と多価関数の違いを説明できる
• 写像を例を使って説明できる
• 一次変換を求め，図示できる
• 複素指数関数の定義式を示し計算できる
• 極形式の複素数を指数表示できる
• 複素三角関数の定義を示し，指数関数に変換できる
• 実数と複素数のオイラーの公式を使うことができる
• 指数関数，三角関数を含む方程式を解くことができる
• 複素双曲線関数の定義式を示し，計算できる
• 複素対数関数の定義を示し，計算できる
• 双曲線,対数,べき関数を含む方程式を解くことができる


