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第１１回レポート課題
1. フーリエ変換Ⅰの各性質が成り立つことを示しなさい

線形性、対称性、：定義式に代入すれば自明、

共役：オイラーの公式を用いて、sin, cosで表せば自明

相似性：a>0とa<0に分けて考え、変数変換して書き表せば示すことができる

移動性：変数変換すれば、示すことができる

2. 相関関数ℎ 𝑥 のフーリエ変換を𝑓 𝑥 , 𝑔(𝑥)のフーリエ変換（共役複素数を含む）を用いて表しなさい。

合成積と同様にすると
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第12回小テスト

２．ℒ cos(2𝑡 − 6)𝐻(𝑡 − 3) を求めよ
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ラプラス変換の公式Ⅱ
𝒇(𝒕) 𝑭(𝒔)

𝐻(𝑡 − 𝑎)
𝑒−𝑎𝑠

𝑠
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ラプラス変換Ⅱ

関数方程式への応用
•定数係数線形常微分方程式

•連立１階線形常微分方程式

•積分方程式



定数係数線形常微分方程式
𝑛階定数係数線形常微分方程式

𝑦 𝑛 𝑡 + 𝑎1𝑦
𝑛−1 𝑡 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑦 𝑡 = 𝑓 𝑡 𝑡 > 0

（𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛は定数、𝑓 𝑡 は、 𝑡 ≥ 0で定義される関数）

を初期条件
𝑦 0 = 𝑐0, 𝑦

′ 0 = 𝑐1, ⋯ , 𝑦 𝑛−1 0 = 𝑐𝑛−1

のもとで解く

導関数のラプラス変換の公式より、両辺をラプラス変換すると
𝑠𝑛 + 𝑎1𝑠

𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛 𝑌 𝑠 = 𝑏1𝑠
𝑛−1 + 𝑏2𝑠

𝑛−2 +⋯+ 𝑏𝑛 + 𝐹 𝑠

但し、𝑏𝑘 = 𝑎𝑘−1𝑐0 + 𝑎𝑘−2𝑐1 +⋯+ 𝑎0𝑐𝑘−1 𝑎0 = 1, 𝑘 = 1,⋯ , 𝑛

従って、

𝑌 𝑠 =
𝑏1𝑠

𝑛−1 + 𝑏2𝑠
𝑛−2 +⋯+ 𝑏𝑛

𝑠𝑛 + 𝑎1𝑠
𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛

+
𝐹 𝑠

𝑠𝑛 + 𝑎1𝑠
𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛

より、両辺の逆ラプラス変換を求めれば、解𝑦 𝑡 𝑡 > 0が得られる。



例題

𝑦′ + 𝑎𝑦 = 𝑏, 𝑦 0 = 𝑐 を解け

両辺をラプラス変換すると
𝑠𝑌 𝑠 − 𝑐 + 𝑎𝑌(𝑠) = 𝑏/𝑠

となるので、

𝑌 𝑠 =
𝑐

𝑠 + 𝑎
+

𝑏

𝑠(𝑠 + 𝑎)
=

𝑐

𝑠 + 𝑎
+
𝑏

𝑎
(
1

𝑠
−

1

𝑠 + 𝑎
)

よって両辺を逆ラプラス変換して

𝑦 𝑡 = 𝑐𝑒−𝑎𝑡 +
𝑏

𝑎
(1 − 𝑒−𝑎𝑡)



連立１階線形常微分方程式

連立１階線形常微分方程式
𝑦′

1
𝑡 + 𝑎11𝑦1 𝑡 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑦𝑛 𝑡 = 𝑓1 𝑡

⋮
𝑦′

𝑛
𝑡 + 𝑎𝑛1𝑦1 𝑡 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑦𝑛 𝑡 = 𝑓𝑛 𝑡

の初期条件
𝑦1 0 = 𝛼1, 𝑦2 0 = 𝛼2, ⋯ , 𝑦𝑛 0 = 𝛼𝑛

に対する解は、両辺をラプラス変換して得られる連立方程式
𝑎11 + 𝑠 𝑌1 𝑠 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑌𝑛 𝑠 = 𝛼1 + 𝐹1 𝑠

⋮
𝑎𝑛1𝑌1 𝑠 + ⋯+ (𝑎𝑛𝑛 + 𝑠)𝑌𝑛 𝑠 = 𝛼𝑛 + 𝐹𝑛 𝑠

を、𝑌1 𝑠 , 𝑌2 𝑠 ,⋯ , 𝑌𝑛 𝑠 について解き、その逆変換をもとめるこ
とで得られる。



例題
次の連立方程式を解け

൝
𝑦′ − 𝑦 − 𝑧 = 𝑒𝑡

𝑧′ + 𝑦 − 𝑧 = 0
(𝑦 0 = 0, 𝑧 0 = 1)

両辺をラプラス変換すると

ቊ
𝑠 − 1 𝑌 𝑠 − 𝑍(𝑠) = 1/(𝑠 − 1)

𝑌 𝑠 + 𝑠 − 1 𝑍(𝑠) = 1

となるため、 𝑌 𝑠 , 𝑍(𝑠)を解くと

𝑌 𝑠 =
2

(𝑠 − 1)2+1
, 𝑍 𝑠 =

(𝑠 − 1)2−1

((𝑠 − 1)2+1)(𝑠 − 1)
=

2(𝑠 − 1)

(𝑠 − 1)2+1
−

1

𝑠 − 1

逆ラプラス変換を求めると
𝑦 𝑡 = 2𝑒𝑡 sin 𝑡 , 𝑧 𝑡 = 𝑒𝑡(2 cos 𝑡 − 1)



例題（変数係数常微分方程式）
次の変数係数常微分方程式を解け

𝑡𝑦′(𝑡) + 𝑦(𝑡) = 𝑡, 𝑦 0 = 0

両辺をラプラス変換して

ℒ 𝑡𝑦′(𝑡) + 𝑌 𝑠 = −
𝑑

𝑑𝑠
ℒ 𝑦′ 𝑡 + 𝑌 𝑠

= −
𝑑

𝑑𝑠
𝑠𝑌 𝑠 + 𝑌 𝑠 = −𝑌 𝑠 − 𝑠𝑌′ 𝑠 + 𝑌(𝑠) =

1

𝑠2

よって、𝑌′ 𝑠 = −
1

𝑠3
より、𝑌 𝑠 =

1

2𝑠2
+ 𝐶 𝐶:任意定数

両辺を逆ラプラス変換して、

𝑦 𝑡 =
1

2
𝑡 + 𝐶𝛿 𝑡

初期条件より、

𝑦 𝑡 =
1

2
𝑡



積分方程式

関数𝑓 𝑡 , 𝑘(𝑡)が与えられたとき、未知関数𝑥(𝑡)に関す
る合成型積分方程式

𝑓 𝑡 = 𝑥 𝑡 − 𝜆න
0

𝑡

𝑘 𝑡 − 𝜏 𝑥 𝜏 𝑑𝜏

は、合成積のラプラス変換の公式を用いると
𝐹 𝑠 = 𝑋 𝑠 − 𝜆𝐾 𝑠 𝑋 𝑠

となるので、

𝑋 𝑠 =
𝐹(𝑠)

1 − 𝜆𝐾 𝑠

の逆変換を求めればよい。



例題

次の合成型積分方程式を解け

1 = 𝑥 𝑡 − න
0

𝑡

𝑡 − 𝜏 𝑥 𝜏 𝑑𝜏

両辺をラプラス変換すると
1

𝑠
= 𝑋 𝑠 −

1

𝑠2
𝑋(𝑠)

となるため、𝑋 𝑠 について解けば

𝑋 𝑠 =
𝑠

𝑠2 − 1
従って、逆ラプラス変換を求めて、

𝑥 𝑡 = cosh 𝑡


