
3.4.4 プリズム作用素

順序 n-単体 s = a0a1 · · · an と I = [0, 1] に対し, 積 s×I (プリズムという）を次の n+1 個の (n+1)-単体

に分割する: li = lsi := (ai, 0), ui = usi := (ai, 1), (i = 0, . . . , n) とするとき (図)

P is = P i
ns := l0 · · · liui · · ·un (i = 0, . . . , n)

特に P 0s = P 0
ns := l0u0 · · ·un, Pns = Pn

n s := l0 · · · lnun.

単体複体 K の頂点の集合 K0 上に各単体上では全順序となる順序が与えられたとき K を 順序単体複体

(ordered simplicial complex)という. 順序単体複体 K に対し, 積複体 K×I を P is (s ∈ K) とその face 全体

の集合として定義する. また P i
n を準同型 P i

n : Cn(K) → Cn+1(K×I) に拡張して考えておき, 準同型

Pn : Cn(K) → Cn+1(K×I) を Pn(s) :=

n∑
i=0

(−1)iP i
ns

で定義し, プリズム作用素 (prism operator), またはプリズム準同型という. これは s×I を (n+1)-chain と

して表したものと考えられる. (n=1 のときの P1(s), ∂ P1(s) の図) このとき

補題 3.4.9 ∂ iP jsについて, u0 · · ·un = (a0 · · · an)×{1} (上面)と考え, s×1 と表すとき, (s×0 も同様)

(1) ∂ 0P 0s = u0 · · ·un =: s×1 （上面）, ∂ n+1Pns = l0 · · · ln =: s×0 （下面）.

(2) i = j のとき ∂ jP js = ∂ jP j−1s, i = j+1 のとき ∂ j+1P js = ∂ j+1P j+1s.

(3) i < j のとき ∂ iP js = P j−1∂ is.

(4) i > j+1 のとき ∂ iP js = P j∂ i−1s.

証明 (1) ∂ 0P 0s = ∂ 0(l0u0 · · ·un) = u0 · · ·un, ∂ n+1Pns = ∂ n+1(l0 · · · lnun) = l0 · · · ln.

(2) ∂ jP js = l0 · · · lj−1

j

ľj uj · · ·un = l0 · · · lj−1

j

ǔj−1 uj · · ·un = ∂ jP j−1s.

i = j+1 のときは j を j+1 として左辺と右辺を入れ替える.

(3) (i < j) ∂ iP js = l0 · · ·
i

ľi · · ·
j−1

ľj uj · · ·un = P j−1∂ is.

(4) (i > j+1) ∂ iP js = l0 · · · ljuj · · ·
i
ǔi−1 · · ·un = P j∂ i−1s.

s×I の境界は上面 s×1, 下面 s×0 と側面 (∂ s)×I = Pn−1(∂ s) から成るが, 実際:

命題 3.4.10 ∂n+1Pn(s) = s×1− s×0− Pn−1(∂ns).

証明 ( ∂n∂n+1=0 の証明と同様, 補題 1 を用いて添え字の付け替えにより上式が成立することを見る.)

∂n+1Pn(s) =

n+1∑
i=0

(−1)i∂ i

 n∑
j=0

(−1)jP js

 =

n+1∑
i=0

n∑
j=0

(−1)i+j∂ iP js

= ∂ 0P 0s + ∂ 1P 1s + · · · + ∂ nPns (i = j)

− ∂ 1P 0s − · · · − ∂ nPn−1s − ∂ n+1Pns (i = j+1)

+
∑

0≦i<j≦n

(−1)i+j∂ iP js+
∑

0≦j, j+1<i≦n

(−1)i+j∂ iP js

上の 2,3行目の上下対応する項は補題 1の (2) により消え, はみ出た 2項は (1) により s×1− s×0.

次の項は (3)により P j−1∂ is に, また k = j−1, m = i と置き換え (∂ iP js=P j−1∂ is=P k∂ms),

最後の項は (4)より P j∂ i−1s に, また k = j, m = i−1 と置き換える (∂ iP js=P j∂ i−1s=P k∂ms) と

i+j = k+m+1, (3): 0≦i<j≦n ⇒ 0≦m≦k≦n−1 (4): 0≦j, j+1<i≦n ⇒ 0≦k<m≦n よりこの 2項は:∑
0≦m≦k≦n−1

(−1)k+m+1P k∂ms+
∑

0≦k<m≦n

(−1)k+m+1P k∂ms

= −
n−1∑
k=0

(−1)kP k

(
n∑

m=0

(−1)m∂ms

)
= −Pn−1(∂ns).

∴ ∂n+1Pn(s) = s×1− s×0− Pn−1(∂ns).



3.4.5 特異単体のプリズム

特異単体 σ : ∆n → X の faceと境界は , ∂ i
nσ := σdin : ∆n−1 di

n−→∼= ∂ i∆n ⊂ ∆n σ−→ X,

∂n(σ) :=
n∑

i=0

(−1)iσdin = σn−1

(
n∑

i=0

(−1)idin

)
= σn−1(dn), dn :=

n∑
i=0

(−1)idin ∈ Cn−1(∆
n).

σ = 1∆n のとき ∂n(1∆n) = dn. よって, ∂n(σ) = σn−1(dn) = σn−1(∂n(1∆n)). (注: σn−1 は chain map.)

この様に, 単体 s に対して定義されているものを特異単体 σ に読み替えるときは まず,

s = ∆n = e0e1 · · · en として, これを ∆n を表す特異単体 1∆n に読み替える.

ホモトピーにおいては prism ∆n×I を (n+1)-単体 P 0∆n, . . . , Pn∆n に分割し, これらを ∆n×I の特異

(n+1)-単体とみなしたものを P i
n(1∆n) = πi = πi

n+1 とする. 即ち,

P i
n(1∆n) = πi = πi

n+1 : ∆n+1 ∼=−→ P i∆n ⊂ ∆n×I ∈ Sn+1(∆
n×I)

また, ∆n×I を表す特異 (n+1)-chain Pn(1∆n) = πn+1 を prism chain といい, 次式で定義する：

Pn(1∆n) = πn+1 :=

n∑
i=0

(−1)iπi
n+1 =

n∑
i=0

(−1)iP i
n(1∆n) ∈ Cn+1(∆

n×I)

特異 n-単体 σ : ∆n → X に対し, σ×1I : ∆n×I → X×I を σ×I と表し特異プリズムという.

σ×I の, P i
ns に当る特異単体 P i

nσは

P iσ = P i
n(σ) := (σ×I)πi

n+1 = (σ×I)n+1P
i
n(1∆n) : ∆n+1 πi

−→ P i∆n ⊂ ∆n×I
σ×I−−−→ X×I

で, s×I を chain で表した Pn(s) =
∑n

i=0(−1)iP is に当る, σ×I を表す chain Pn(σ) ∈ Cn+1(X×I) は

Pn(σ) :=

n∑
i=0

(−1)i(σ×I)πi
n+1 = (σ×I)n+1

(
n∑

i=0

(−1)iπi
n+1

)
= (σ×I)n+1(πn+1) = (σ×I)n+1Pn(1∆n)

これを準同型 Pn : Cn(X) → Cn+1(X×I) (prism 準同型)に拡張して考えておく, 特に, Pn(1∆n) = πn+1.

• この様に, まず s = ∆n, σ = 1∆n で考え (πi, πn+1), 一般の σ については (σ×I)♯ でうつせばよい.

σ×I の境界については, σ = 1∆n のとき, it : ∆
n ↪→ ∆n×I (t ∈ I) を it(x) := (x, t) とすると, i0, i1 はそ

れぞれ ∆n の, ∆n×I の下面 ∆n×{0} , 上面 ∆n×{1} への包含写像であり, ∆n×{0}, ∆n×{1} を表す ∆n×I

の特異 n-単体とみなせ, 一般の σ については iXt : X ↪→ X×I (iXt (x) = (x, t)) とすると

(σ×I)n(it) = (σ×I)it = iXt σ : ∆n → X×I (∵ ((σ×I)it)(x) = (σ(x), t) = (iXt σ)(x))

(t = 0, 1) が σ×I の下面と上面を表している. 側面については, σ = 1∆n のとき P j
n(1∆n) = πi

n+1 より,

∂ i
n+1P

j
n(1∆n) = πj

n+1d
i
n+1 : ∆n di

−→∼= ∂ i∆n+1 ⊂ ∆n+1 πi
n+1−−−→∼=

P j∆n ⊂ ∆n×I, Im (πi
n+1d

i
n+1) = ∂ iP j∆n

P j
n−1∂

i
n∆

n に当るのは, P j
n−1∂

i
n(1∆n) だが, 次の様に ImP j

n−1∂
i
n(1∆n) = P j

n−1∂
i
n∆

n

P j
n−1∂

i
n(1∆n) = P j

n−1(d
i
n) = (din×I)n(π

j
n) = (din×I)πj

n : ∆n πj
n−−→∼= P i∆n−1 ⊂ ∆n−1×I

di
n×I−−−→ ∆n×I

このとき 補題 3.4.9 が, s を 1∆n に, P is を P i(1∆n) = πi
n+1 に, s×0, s×1 を i0, i1 に置き換えて成り立つ

ことが, ∂ iP j(1∆n) による ∆n の（頂点の）像が補題 3.4.9 の関係を満たすことにより分かり, 命題 3.4.10 は

次の様に置き換えられる:

命題 3.4.11 ∂n+1Pn(1∆n) = i1 − i0 − Pn−1(∂n1∆n).

一般の σ についても (σdin)×I = (σ×I)(din×I) と (σ×I)n(it) = iXt σ, (t = 0, 1),

(σ×I)n∂n+1Pn(1∆n) = ∂n+1((σ×I)n+1Pn(1∆n)) = ∂n+1Pn(σ) より

Pn−1(∂nσ)) := Pn−1

(
n∑

i=0

(−1)iσdin

)
=

n∑
i=0

(−1)i
(
(σ×I)(din×I)

)
n
(πn) = (σ×I)n

(
n∑

i=0

(−1)i(din×I)nπn

)
= (σ×I)nPn−1(∂n1∆n) = (σ×I)n(i1 − i0 − ∂n+1Pn(1∆n)) = iX1 σ − iX0 σ − ∂n+1Pn(σ)

よって次を得た：

命題 3.4.12 ∂n+1Pn(σ) = iX1 σ − iX0 σ − Pn−1(∂nσ).


