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§5 拡散現象と偏微分方程式ー放物型方程式の導出      
     PDE & Diffusion Phenomena – Derivation of Parabolic Eq.	
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§5.0 流体における物質の輸送過程	

“ながれ“のみ考えて，導出した方程式（その他の効果なし）	  

もし、流れが無ければ：　	  

∂f
∂t
+ 0× ∂f

∂x
+ 0× ∂f

∂y
+ 0× ∂f

∂z
= 0

u = (u,v,w) = 0

∴
∂f
∂t
= 0

輸送は生じず、物質の濃度は永遠に変化しない．	  

移流方程式：	 f (t, x, y, z)
ある物質の濃度	
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実際の環境では，“ながれ”以外にも物質を輸送する	  
　　　　　　　　　　　メカニズムが存在している！	  

拡散現象	  

閉鎖された部屋など“ながれ”が無くても,	  

Bad	  Smell!	  Oh	  My	  God!	  

Break	  wind!	  (放屁)	  

Bad	  Smell!	  

においは広がっていく！	  

エレベータ	  

§5.0 流体における物質の輸送過程	
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§5.1 今回の講義の目的	

Ø  流体・連続体中の主要な物質輸送メカニズム：移流（流れ）　& 拡散 

Ø  拡散による密度 f (t, x, y, z) の時空間変化は，放物型PDEである拡散方程式 

　　により表せられることが多い． 
 
Ø  今回の講義では，拡散現象の考察から拡散方程式を導出(モデル化)する． 
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§5.2 拡散現象の数理モデル化ー拡散方程式の導出 
        Numerical Modeling of Diffusion Phenomena	
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すべての物質は“粒子”(分子)の集合	

In	  the	  Case	  of	  Wind,	

Bad	  Smell	  is	  Caused	  by	  	  
“methane”	  Molecular.	  	

“methane”	  	  
molecular	

ある物質の濃度　　　　は，単位体積中の構成粒子数  N	  の大小を表している.	  	f

　　　　　　　高密度         多数の粒子（分子）          	

　　　　　　　低密度　　　　少数の粒子（分子）          	

§5.2 拡散現象の数理モデル化ー拡散方程式の導出	

f ∝N
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“ながれ”が無くても，微細に見れば“粒子（分子）”は運動し続けており，	  
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　決して止まってはいない（分子運動，熱運動）．	

・分子運動の方向;	  完全にランダム（等方的）	

・分子運動の粒子のスピード;	  	
熱力学から，温度の関数T [K].	

uM
uM

uM

uMuM

uM

uM

uM

1
2
mMuM

2 =
3
2
kBT

mM

kB
:	  分子の重量（質量）	

:	  ボルツマン定数	

常温の場合：	  (T =20[℃])	

uM ≈ 2,160[km / hour]

つまり，	

x

確率:	  “+x	  方向へ運動する確率”	  =	  “-‐x	  方向へ運動する確率”	  =	  0.5	  	

§5.2 拡散現象の数理モデル化ー拡散方程式の導出	
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思考実験	 ・1次元の空間 (分子は x	  方向にのみ運動する)	  	

・ 位置 x の断面を通過する粒子の数？	

x

高密度	 低密度	

多数の分子	  
	  	  	  	  	  	  個	

少数の分子	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  個	

§5.2 拡散現象の数理モデル化ー拡散方程式の導出	

NL NR

?	
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Ø  左側→右側へ移動する粒子数:	

x

高密度	

多数の分子	  
	  	  	  	  	  	  個	

§5.2 拡散現象の数理モデル化ー拡散方程式の導出	

NL

NL→R

+x方向に運動する粒子数 :	1
2
NL NL→R ≈

1
2
NL
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x

低密度	

少数の分子	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  個	

§5.2 拡散現象の数理モデル化ー拡散方程式の導出	

NR

Ø  右側→左側へ移動する粒子数:	

−x方向に運動する粒子数 :	1
2
NR NR→L ≈

1
2
NR

NR→L
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x

高密度	

Ø  +x方向に移動する正味の粒子数：	  NL→R
Net

§5.2 拡散現象の数理モデル化ー拡散方程式の導出	

低密度	

NR→L

NL→R

NL→R
Net

x

高密度	 低密度	

NRNL 個	個	

NL→R
Net = NL→R − NR→L =

1
2
NL −

1
2
NR =

1
2
NL − NR( )



Par$al	  Differen$al	  Equa$ons	  	  
for	  Science	  and	  Engineering	

§5.2 拡散現象の数理モデル化ー拡散方程式の導出	

NL→R
Net > 0

x

高密度	 低密度	

NRNL 個	個	

NL→R
Net =

1
2
NL − NR( ) > 0

NL > NR

NL→R
Net < 0

x

高密度	

NL 個	

Ø  左側(-‐x側)が高密度:	  

低密度の右側(+x方向)に輸送される	  

NL→R
Net =

1
2
NL − NR( ) < 0

NL < NRØ  右側(+x側)が低密度:	  

低密度の左側(-‐x方向)に輸送される	  

低密度	

NR 個	

「高密度から低密度へ」の輸送となる（逆はない）	  
密度(粒子数)の「空間偏差に輸送量の大きさは比例」する	  

拡散現象の特徴	
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∂f
∂x

x
x

f (t, x)

一般的には濃度              は連続的に変化する.	f (t, x)

　　における空間偏差の大きさ：空間微分　　　で代表されるであろう．        	x ∂f
∂x

x における拡散による+x方向へのフラックス 
（単位面積・単位時間あたりの輸送量）  	  	

FNet = −ν
∂f
∂x

FNet

§5.2 拡散現象の数理モデル化ー拡散方程式の導出	

密度	

ν :	  比例定数(拡散係数)	
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x

y

z

Ø  x軸垂直断面のフラックス	

Fx = −ν
∂f
∂x

x

y

z

Ø  y軸垂直断面のフラックス	

Fy = −ν
∂f
∂y

x

y

z

Ø  z軸垂直断面のフラックス	

Fz = −ν
∂f
∂z

§5.2 拡散現象の数理モデル化ー拡散方程式の導出	
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Ø  微小素片（       　　　　　　　　） 
     の断面を考える 

δV = δx×δy×δz

(x, y, z)

δx

δy
δz

X1断面	X0断面	

FX1

(x + δx
2
, y, z)Ø  x軸垂直断面 : X1 

X1の位置 :  
  
物質のフラックス： 
 
 
断面積　　　　 から 
出て行く   単位時間総量 

(x + δx
2
, y, z)

−ν
∂f (x + δx

2
, y, z)

∂x

δyδz

FX1 = −ν
∂f (x + δx

2
, y, z)

∂x
δyδz

§5.2 拡散現象の数理モデル化ー拡散方程式の導出	
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§3.2 流れによる物質輸送過程ー移流方程式	

(x, y, z)

δx

δy
δz

X1断面	X0断面	

FX1
(x − δx

2
, y, z)

Ø  x軸垂直断面 : X0 

X0の位置 :  
  
断面積　　　　 から 
入ってくる  単位時間総量 

(x − δx
2
, y, z)

δyδz

FX 0 = −ν
∂f (x − δx

2
, y, z)

∂x
δyδz

FX 0

Ø  x軸垂直断面による  正味の流入量 
     (X0から流入&X1から流出) 

−FX1 +FX 0 =ν
∂f (x + δx

2
, y, z)

∂x
δyδz−ν

∂f (x − δx
2
, y, z)

∂x
δyδz
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§3.2 流れによる物質輸送過程ー移流方程式	

Y1断面	

Y0断面	

Ø  y軸垂直断面の正味の流入
(Y0流入&Y1流出) 

−FY1 +FY 0 =ν
∂f (x, y+ δy

2
, z)

∂y
δxδz−ν

∂f (x, y− δy
2
, z)

∂y
δxδz

FY1

FY 0

Ø  z軸垂直断面の正味の流入
(Z0流入&Z1流出) 

−FZ1 +FZ 0 =ν
∂f (x, y, z+ δz

2
)

∂z
δxδy−ν

∂f (x, y, z− δz
2
)

∂z
δxδy

FZ1

FZ 0
Z0断面	

Z1断面	
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§3.2 流れによる物質輸送過程ー移流方程式	

Ø  物質量の保存則 FY1

FY 0

FX1
FX 0

FZ1

FZ 0

単位時間あたりの全断面からの流入量総和	  
	  
	  
	  
	  
	  

微小素片内に含まれる物質量Mの単位時間増加量	

∂M
∂t

=
∂
∂t

f t, x, y, z( )δxδyδz( )

−FX1 +FX 0 −FY1 +FY 0 −FZ 0 +FZ1
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§3.2 流れによる物質輸送過程ー移流方程式	

∂
∂t

f t, x, y, z( )δxδyδz( ) = −FX1 +FX 0 −FY1 +FY 0 −FZ 0 +FZ1

δxδyδz
∂f t, x, y, z( )

∂t
=ν

∂f (x + δx
2
, y, z)

∂x
δyδz−ν

∂f (x − δx
2
, y, z)

∂x
δyδz

+ν
∂f (x, y+ δy

2
, z)

∂y
δxδz−ν

∂f (x, y− δy
2
, z)

∂y
δxδz

+ν
∂f (x, y, z+ δz

2
)

∂z
δxδy−ν

∂f (x, y, z− δz
2
)

∂z
δxδy

δxδyδz で割って	

∂f t, x, y, z( )
∂t

=
1
δx

ν
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2
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∂x
−ν
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2
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§3.2 流れによる物質輸送過程ー移流方程式	

δx→ 0,δy→ 0,δz→ 0極限(	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  )を取ると．．．	

lim
δx→0
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だから，	

拡散方程式(Conserva$ve	  Equa$on)	
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