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§4 双曲型偏微分方程式の厳密解 
     Theoretical Solution of Hyperbolic PDE	
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§4.1 今回の講義の目的	


Ø  双曲型偏微分方程式の解析的な解の求め方について学ぶ 
 

 §4.2 移流方程式（双曲系方程式）のダランベール解法(前回の講義) 
 
 
 

 §4.3 波動方程式へのダランベール解法の適用(前回の講義) 
 
 
 

 §4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法　（今回の講義） 
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§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法 
 　　　Solution of the Wave Equation with the Fourier Series	
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§4.3 波動方程式のダランベール解法	


f (t, x) = 1
2

f (0, x + ct)+ f (0, x − ct){ }+
1
2c

v(0, s)ds
x−ct

x+ct

∫

Ø  １次元波動方程式:  
∂2 f
∂t2

− c2 ∂
2 f
∂x2

= 0

Ø  初期条件： 初期変位 f (0, x) 初期変位速度 v(0, x) = ∂
∂t
f 0, x( )

Ø  解析解： 

f

x

f (0, x − ct) f (t, x)
ct

伝搬 

ダランベールの解は，初期分布を”+ct” or “-ct”平行移動することで求める．	
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§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法	


Ø  有限の区間における解は？ 

f

x

f (t, x)

f (t, 0) = 0

ct

ct が大きくなると，壁の外が伝わってくることになる　→　壁の外の分布?	


壁に固定	
 壁に固定	


x = Lx = 0
f (t,L) = 0

f (0, x − ct)

有限の区間を考えるときには，フーリエ級数による解法が有効となる	


境界条件を満足する解を求めることも容易	


壁に固定	

f (t, 0) = 0
f (t,L) = 0

壁面では変位”0”	
境界条件	
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§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法	


Ø  問題設定 

f

x
f 0 (x)

f (t, 0) = 0

壁に固定	
 壁に固定	


x = Lx = 0
f (t,L) = 0

∂2 f
∂t2

− c2 ∂
2 f
∂x2

= 01次元波動方程式:	


初期条件：	
 初期変位 f (0, x) = f 0 (x)

初期変位速度 ∂
∂t
f 0, x( ) = v(x)

境界条件：	
 f (t, 0) = 0 f (t,L) = 0 （壁に固定）	


t = 0時刻	
 v(x)
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§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法	


Ø  波動方程式の解の求め方 

1st	
  step: 変数分離法(Method	
  of	
  Separa$ng	
  Variables)により，二つの常微分方程式	
  
　　　　　 	
  に変換する． 	


2nd	
  step:	
  境界条件を満足する常微分方程式の解を求める．	


3rd	
  step:	
  フーリエ級数を使用して，初期条件を満足する解を求める．	
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§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法ー1st step変数分離法	


Ø  解           が 時間 t の関数 　　　と 空間xの関数          の積で与えられると仮定 f (t, x) G(t) F(x)

f (t, x) = F(x)G(t) (4.4-­‐1)	


Ø  (4.4-1)を微分すると．．． 

∂2

∂t2
f (t, x) = F(x) d

2

dt2
G(t) ∂2

∂x2
f (t, x) =G(t) d

2

dx2
F(x)

Ø  波動方程式に代入すれば．．． 

∂2 f
∂t2

− c2 ∂
2 f
∂x2

= 0 F(x) d
2

dt2
G(t)− c2G(t) d

2

dx2
F(x) = 0



Par$al	
  Differen$al	
  Equa$ons	
  	
  
for	
  Science	
  and	
  Engineering	


§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法ー1st step変数分離法	


Ø  両辺を                  で割って 

F(x) d
2

dt2
G(t)− c2G(t) d

2

dx2
F(x) = 0

c2F(x)G(t)

1
c2G(t)

d 2

dt2
G(t) = 1

F(x)
d 2

dx2
F(x) (4.4-­‐2)	


tのみの関数	
 xのみの関数	


Ø  左辺は tの関数，右辺は x の関数  

Ø  t と x がどのような値であろうと両辺が等しくなるには，両辺ともにt とx に依存
しない，ある定数 k であれば良い． 

1
c2G(t)

d 2

dt2
G(t) = k

1
F(x)

d 2

dx2
F(x) = k

1
c2G(t)

d 2

dt2
G(t) = 1

F(x)
d 2

dx2
F(x)



Par$al	
  Differen$al	
  Equa$ons	
  	
  
for	
  Science	
  and	
  Engineering	


§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法ー1st step変数分離法	


Ø        の常微分方程式 +         の常微分方程式　 

d 2G
dt2

− c2kG = 0

d 2F
dx2

− kF = 0

F(x) G(t)

(4.4-­‐3)	


(4.4-­‐4)	
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§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法	


Ø  波動方程式の解の求め方 

1st	
  step: 変数分離法(Method	
  of	
  Separa$ng	
  Variables)により，二つの常微分方程式	
  
　　　　　 	
  に変換する． 	


2nd	
  step:	
  境界条件を満足する常微分方程式の解を求める．	


3rd	
  step:	
  フーリエ級数を使用して，初期条件を満足する解を求める．	
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§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法ー2nd step ODEの解	


Ø  境界条件 f (t, 0) = 0 f (t,L) = 0&	


f (t, x) = F(x)G(t) 境界条件:	
  	
F(0)G(t) = 0 &	
 F(L)G(t) = 0

Ø  境界条件がすべての時刻で成り立つためには 

境界条件:	
  	
F(0) = 0 &	
 F(L) = 0 (4.4-­‐5)	


d 2F
dx2

− kF = 0

Ø  ODE　　　　　　　　　　を解く (kにより解        は変わる)　 F(x)

k = 0 の場合	


d 2F
dx2

= 0

d 2F
dx2

− kF = 0

F(x) =C1x +C0

境界条件 (4.4.-­‐5)　を満足するには， 	
F(0) =C1 ×0+C0 = 0
F(L) =C1 × L +C0 = 0

C1 =C0 = 0
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§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法ー2nd step ODEの解	


Ø  ODE　　　　　　　　　　の解 F(x)

k = 0 の場合	


d 2F
dx2

− kF = 0

F(x) =C1x +C0 = 0 f (t, x) = F(x)G(t) = 0
意味のある解ではない	


k > 0 の場合	


d 2F
dx2

− kF = 0 F(x) =C1e
kx +C0e

− kx

境界条件 (4.4.-­‐5)　を満足するには， 	


F(0) =C1 × e
0 +C0 × e

0 =C1 +C0 = 0
C1 =C0 = 0

F(L) =C1e
kL +C0e

− kL = 0

k = 0 の場合と同様に，意味のある解ではない	


∵e± kL ≠ 0
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§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法ー2nd step ODEの解	


Ø  ODE　　　　　　　　　　の解 F(x)d 2F
dx2

− kF = 0

k < 0 の場合	


d 2F
dx2

+ p2F = 0 F(x) =C1 cos px +C0 sin px

境界条件 (4.4.-­‐5)　を満足するには， 	


k = −p2 として，	


F(0) =C1 cos0+C0 sin0 =C1 = 0

F(L) =C1 cos pL +C0 sin pL = 0+C0 sin pL = 0 sin pL = 0

つまり，	
p =
nπ
L

n =1, 2,3, 4...( ) であれば，            の解がありえる．	
C0 ≠ 0
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§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法ー2nd step ODEの解	


Ø  以上より，ODE　　　　　　　　　　の解　　　　は F(x)d 2F
dx2

− kF = 0

となる．	
  

p = nπ
L

n =1, 2,3, 4...( )F(x) =C0 sin px (4.4-­‐6)	
  

Ø  このとき，ODE                           の解　　　　は 
d 2G
dt2

− c2kG = 0 G(t)

d 2G
dt2

− c2kG = 0 d 2G
dt2

− c2 −p2( )G = 0 d 2G
dt2

+ c2p2G = 0

G(t) = D1 cos λnt( )+D0 sin λnt( )

λn = cp =
cnπ
L

(4.4-­‐7)	
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§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法ー2nd step ODEの解	


Ø  (4.4-6)&(4.4-7)から 

n =1, 2,3, 4...( )

Ø  係数を　　　　　　　　　             とまとめ，整数nに対する解を       　 とすれば An =C0D1,

f (t, x) = F(x)G(t) =C0 sin
nπ
L
x

!

"
#

$

%
& D1 cos λnt( )+D0 sin λnt( ){ }

B n =C0D0

fn (t, x) = An cos λnt( )+ Bn sin λnt( ){ }sin nπ
L
x

!

"
#

$

%
&

fn (t, x)

n =1, 2,3, 4...( ) (4.4-­‐8)	
  

が境界条件を満足する解の形となる． 



Par$al	
  Differen$al	
  Equa$ons	
  	
  
for	
  Science	
  and	
  Engineering	


§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法	


Ø  波動方程式の解の求め方 

1st	
  step: 変数分離法(Method	
  of	
  Separa$ng	
  Variables)により，二つの常微分方程式	
  
　　　　　 	
  に変換する． 	


2nd	
  step:	
  境界条件を満足する常微分方程式の解を求める．	


3rd	
  step:	
  フーリエ級数を使用して，初期条件を満足する解を求める．	
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§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法ー3rd step 初期条件	


Ø  波動方程式　　　　　　　　　　　は線形方程式であるから，　　　　 

(4.4-­‐9)	
  

も境界条件を満足する解となる． 

∂2 f
∂t2

− c2 ∂
2 f
∂x2

= 0

f (t, x) = fn (t, x)
n=1

∞

∑ = An cos λnt( )+ Bn sin λnt( ){ }sin nπ
L
x

#

$
%

&

'
(

n=1

∞
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フーリエ級数の有限区間への適用	


フーリエ級数の半区間展開	


f (x)

x
0 L

L

区間[0,L]でのみ定義された関数 f (x)	
 半区間展開によりフーリエ級数 
で書き換えることが可能	


f (x)? f (x)?
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フーリエ級数の有限区間への適用	


フーリエ級数の半区間展開	


f (x)

x
0 L

区間[-L,0]の関数 f (x)を勝手に仮定し，周期2Lの関数と仮定してフーリエ級数を求める．	


−L

2L 2L2L

f (x) = a0 + an cos
nπ
L
x

!

"
#

$

%
&+ bn sin

nπ
L
x

!

"
#

$

%
&

'
(
)

*
+
,n=1

∞

∑

このように，[-L,0]の関数形を勝手に仮定しても，区間[0,L]では(4.4-10)は f (x)と一致する．	


(4.4-10)	
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フーリエ級数の有限区間への適用	


フーリエ級数の半区間展開	


f (x)

x
0 L

区間[-L,0]の関数型は，奇関数 or 偶関数となるように仮定すると計算が簡単となる．	


−L

f (−x)

偶関数と仮定	


f (−x) = f (x) 0 < x < L( )

f (x) = a0 + an cos
nπ
L
x

!

"
#

$

%
&

n=1

∞

∑フーリエ級数	
 (4.4-11)	


フーリエ係数	
 a0 =
1
L

f x( )dx
0

L

∫ an =
2
L

f x( )cos nπ
L
x

!

"
#

$

%
&dx

0

L

∫ (4.4-12)	


積分の区間に注意	


半周期 区間[0,L]	
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フーリエ級数の有限区間への適用	


フーリエ級数の半区間展開	


区間[-L,0]の関数型は，奇関数 or 偶関数となるように仮定すると計算が簡単となる．	


f (x)

x
0 L−L

f (−x)

奇関数と仮定	


f (−x) = − f (x) 0 < x < L( )

f (x) = bn sin
nπ
L
x

!

"
#

$

%
&

n=1

∞

∑フーリエ級数	
 (4.4-13)	


フーリエ係数	
 (4.4-14)	
bn =
2
L

f x( )sin nπ
L
x

!

"
#

$

%
&dx

0

L

∫
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§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法ー3rd step 初期条件	


Ø  波動方程式　　　　　　　　　　　は線形方程式であるから，　　　　 

(4.4-­‐9)	
  

も境界条件を満足する解となる． 

∂2 f
∂t2

− c2 ∂
2 f
∂x2

= 0

f (t, x) = fn (t, x)
n=1

∞

∑ = An cos λnt( )+ Bn sin λnt( ){ }sin nπ
L
x

#

$
%

&

'
(

n=1

∞

∑

Ø  t=0のときの解は(4.4-9)から 

f (0, x) = An cos 0( )+ Bn sin 0( ){ }sin nπ
L
x

!

"
#

$

%
&

n=1

∞

∑

∴ f (0, x) = An sin
nπ
L
x

"

#
$

%

&
'

n=1

∞

∑ (4.4-­‐15)	
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§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法ー3rd step 初期条件	


Ø  t=0のときの解 

f (0, x) = An sin
nπ
L
x

!

"
#

$

%
&

n=1

∞

∑ (4.4-­‐15)	
  

Ø  初期変位　　　　　 の奇関数の半区間展開( (4.4-13)&(4.4-14)から)	
f 0 (x)

f (0, x) = bn sin
nπ
L
x

!

"
#

$

%
&

n=1

∞

∑

bn =
2
L

f 0 x( )sin nπ
L
x

!

"
#

$

%
&dx

0

L

∫

(4.4-­‐16)	
  

(4.4-­‐17)	
  

Ø  (4.4-15)と(4.4-16)を比較すれば，	


An = bn =
2
L

f 0 (x)sin nπ
L
x

!

"
#

$

%
&dx

0

L

∫ (4.4-­‐18)	
  

と係数Anが決定される．	
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§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法ー3rd step 初期条件	


Ø  解(4.4-9)の時間微分(変位速度) 

(4.4-­‐19)	
  
∂
∂t
f (t, x) = −Anλn sin λnt( )+ Bnλn cos λnt( ){ }sin nπ

L
x

#

$
%

&

'
(

n=1

∞

∑

Ø  t=0のとき (4.4-19)は　　　　　　　　　　　　　　 

∂
∂t
f (0, x) = −Anλn sin 0( )+ Bnλn cos 0( ){ }sin nπ

L
x

#

$
%

&

'
(

n=1

∞

∑

∴
∂
∂t
f (0, x) = Bnλn sin

nπ
L
x

#

$
%

&

'
(

n=1

∞

∑ (4.4-­‐20)	
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§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法ー3rd step 初期条件	


Ø  t=0のときの変位速度 

(4.4-­‐20)	
  

Ø  初期変位速度　　　　                     の奇関数の半区間展開	


∂
∂t
f 0, x( ) = bn

* sin nπ
L
x

"

#
$

%

&
'

n=1

∞

∑

bn
* =
2
L

v x( )sin nπ
L
x

!

"
#

$

%
&dx

0

L

∫

(4.4-­‐21)	
  

(4.4-­‐22)	
  

Ø  (4.4-20)と(4.4-21)を比較すれば，	


Bnλn = bn
*

と係数Bnが決定される．	


∂
∂t
f (0, x) = Bnλn sin

nπ
L
x

"

#
$

%

&
'

n=1

∞

∑

v(x) = ∂
∂t
f 0, x( )

Bn =
bn
*

λn
=
2
Lλn

v x( )sin nπ
L
x

!

"
#

$

%
&dx

0

L

∫ (4.4-­‐23)	
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§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法ー3rd step 初期条件	


Ø  (4.4-9)&(4.4-18)&(4.4-23)から，境界条件と初期条件を満たす解が 

(4.4-­‐24)	
  

と定められる．	


f (t, x) = An cos λnt( )+ Bn sin λnt( ){ }sin nπ
L
x

!

"
#

$

%
&

n=1

∞

∑

= cos λnt( ) 2
L

f 0 x( )sin nπ
L
x

!

"
#

$

%
&dx

0

L

∫ + sin λnt( ) 2
Lλn

v x( )sin nπ
L
x

!

"
#

$

%
&dx

0

L

∫
(
)
*

+
,
-
sin nπ

L
x

!

"
#

$

%
&

n=1

∞

∑

λn = cp =
cnπ
L

ここで，	
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§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法ー3rd step 初期条件	


Ø  例題： 

f

x

f 0 (x)

f (t, 0) = 0

壁に固定	
 壁に固定	


x = 9x = 0
f (t, 9) = 0

t = 0時刻	


初期変位：　	


1 1

f 0 (x) =
1            4 < x < 5
0            otherwise
!
"
#

弦の長さ:	
  	
L = 9

初期変位速度：　	
v(x) = 0
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§4.4 波動方程式のFourier級数を用いた解法ー3rd step 初期条件	


Ø  解: 

(4.4-­‐24)	
  

f (t, x) = cos λnt( ) 2
L

f 0 x( )sin nπ
L
x

!

"
#

$

%
&dx

0

L

∫ + sin λnt( ) 2
Lλn

v x( )sin nπ
L
x

!

"
#

$

%
&dx

0

L

∫
(
)
*

+
,
-
sin nπ

L
x

!

"
#

$

%
&

n=1

∞

∑

=0	
  

2
L

f 0 x( )sin nπ
L
x

!

"
#

$

%
&dx

0

L

∫ =
2
9

f 0 x( )sin nπ
9
x

!

"
#

$

%
&dx

0

9

∫ =
2
9

sin nπ
9
x

!

"
#

$

%
&dx

4

5

∫

=
2
9
−
9
nπ
cos nπ

9
x

"

#
$

%

&
'

(

)
*

+

,
-
4

5

= −
2
nπ

cos 5
9
nπ

"

#
$

%

&
'− cos

4
9
nπ

"

#
$

%

&
'

(
)
*

+
,
-

∴ f (t, x) = −
2
nπ
cos λnt( )sin nπ

L
x

#

$
%

&

'
( cos

5
9
nπ

#

$
%

&

'
(− cos

4
9
nπ

#

$
%

&

'
(

)
*
+

,
-
.n=1

∞

∑ λn =
cnπ
L


