
Par$al	Differen$al	Equa$ons		
for	Science	and	Engineering	

§8 数値解析の基本 
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§ 8.0 今回の講義の目的	

Ø  数値解析にまつわる基本的事項について確認する 
 

 §8.1 微分方程式の数値解法の基本的考え方ー方程式の離散化 
 
 

 §8.2 差分法による微分方程式の離散化ー時間発展ODEを例に 
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§8.1 微分方程式の数値解法の基本的考え方ー方程式の離散化 
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§8.1微分方程式の数値解法の基本的考え方　	

Ø  物理現象の多くは微分方程式の形に表される	

Ø  必ずしも方程式を理論的に解くことはできない（むしろ多くの場合，解は求められない）	

ex1)	
df
dt
= −

t
f + t

+ sin( f )

ex2)	
∂u
∂t
+u∂u

∂x
+ v ∂u

∂y
+w ∂u

∂z
= −

1
ρ
∂p
∂x
+νΔu

∂v
∂t
+u∂v

∂x
+ v ∂v

∂y
+w ∂v

∂z
= −

1
ρ
∂p
∂y
+νΔv

∂w
∂t

+u∂w
∂x

+ v ∂w
∂y

+w ∂w
∂z

= −
1
ρ
∂p
∂z
+νΔw− g

Navier	Stokes	Eq.	
(流体の基礎方程式）	
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§8.1微分方程式の数値解法の基本的考え方　	

Ø  連続な関数　　　　として解を求めることはできなくても，	

いくつか時刻　　                         について着目し，	
	
その時刻での値       　                              を近似的に	

f (t)

求めることはできる．	

f 0, f 1, f 2,..., f n,...
t0, t1, t2,..., tn,..

t

f (t)

t

f 0

t0 t1 t2 t3

f 1
f 2

f 3

理論解（連続関数）	 数値解析（離散値）	
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§8.1微分方程式の数値解法の基本的考え方　	

Ø  連続な関数　　　　に変えて，離散的な時刻の値　　　　　　　　　　　　　　　　　を考える．　　　　	f (t)

t

f 0

t0 t1 t2 t3

f 1
f 2

f 3 数値解析（離散値）	

f 0, f 1, f 2,..., f n,...

Ø  離散値　　　　　　　　　　　　　の間に成り立つ近似的な関係式に，微分方程式を書換え，	
　　その関係式を満足するに解を計算する．	

f 0, f 1, f 2,..., f n,...

df
dt
= −

t
f + t

+ sin( f )

微分方程式	 関係式（離散式）	

f 1 = F f 0, f 1, f 2,...( )

微分方程式を離散式に書き換えることを「方程式の離散化」と呼ぶ．	
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§8.1微分方程式の数値解法の基本的考え方　	

Ø  たとえば，ODE	

df
dt
= −

t
f + t

+ sin( f )

t

f 0

t0 t1 t2 t3

f 1
f 2

f 3
離散値	

の場合，時刻   　から　　の間での変化	
量は	

t0 t1

f 1 − f 0 ≅ df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
t=t0

Δt

Δt

であろうから，この式を整理して	

f 1 ≅ f 0 + df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
t=t0

Δt = f 0 + −
t0

f 0 + t0
+ sin( f 0 )

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟Δt
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§8.1微分方程式の数値解法の基本的考え方　	

df
dt
= −

t
f + t

+ sin( f )

こうして離散化された離散式を使えば，       から       が計算できる．	f 0

t

f 0

t0 t1 t2 t3

f 1
f 2

f 3
離散値	

Δt

他の時刻の間でも同じように離散式を元に計算すれば，	

∴ f 1 ≅ f 0 + −
t0

f 0 + t0
+ sin( f 0 )

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟Δt

離散式	ODE	

f 1

f 1→ f 2

f 2 → f 3

f 3→ f 4

...

と芋づる式に計算していくことが	
できる．	
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Ø  離散値の間隔は，解析対象とする物理現象の変動周期よりも十分細かくする必要あり．	

t0 t1 t2 t3

f (t)
本当の現象	

f 0 f 1 f 2 f 3

t0 t1

f 0 f 1

離散値の間に	
重要な変化が消えてしまう	 Bad	

Good	

...

§8.1微分方程式の数値解法の基本的考え方　	
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Ø  離散値の間隔は，解析対象とする物理現象の変動周期よりも十分細かくする必要あり．	

t0 t1

f 0 f 1
Good	

...

細かくすると，計算の回数（計算量）が増える．→　計算を行う時間が増加する．	

時間間隔Δt	：  現象に対して十分小さなであり，計算がAcceptableな時間で終わる	
　　　　　　　 						範囲で出来るだけ小さくする．	

実際の解析では．．．	

Δt

§8.1微分方程式の数値解法の基本的考え方　	
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 §8.2 差分法による微分方程式の離散化ー時間発展ODEを例に 
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§8.2 微分方程式の離散化	

Ø  方程式の離散化の方法（計算手法）には，様々なものがある．	

Ø  基本的な考え方（コンセプト）の異なるグループが存在	

l  有限差分法(Finite	Difference	Method;	FDM)	

l  有限要素法(Finite	Element	Method;	FEM)	

l  境界要素法(Boundary	Element	Method;	BEM)	

代表的方法	

今回の講義では，差分法(FDM)を取り上げ，各種PDEの解法を紹介します	

広い応用分野：　流体解析，構造解析，地震伝搬，etc	

広い応用分野：　構造解析，流体解析，地震伝搬，etc	

主に境界値問題の解法：静電場解析，構造解析	
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§8.2 微分方程式の離散化ー差分法	

Ø  差分法による微分方程式の離散化の基本的考え方	

Step1:	微分方程式が成り立つ時刻（PDEの場合は座標も)を決定する． 	

Step2:	微分方程式に含まれる微分を「差分近似」により，離散値	
																																											
　　　　　　　　　　　　　　　　　　により書き換える．	
					

f 0, f 1, f 2,..., f n,...
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§8.2 微分方程式の離散化ー差分法	

Ø  時間発展を記述するODE	

df
dt
= S t, f( ) (8.2-1)	

Ø  計算の開始時刻t0での値f0は与えられているとする．	

Ø  一定の時間間隔Δtごとの，時刻	t1,t2,….	での値	f1,f2,….	を計算することを目的にする．	

t

f 0

t0 t1 t2 t3

f 1
f 2

f 3
離散値	

Δt Δt Δt
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§8.2 微分方程式の離散化ーEuler陽解法	

Ø  芋づる式に計算するには，f0とf1,		f1とf2,	….,	fnとfn+1,…		の関係式が離散化により	
　　得られればOK.	

Step1:	微分方程式が成り立つ時刻（PDEの場合は座標も)を決定する．  	

Ø  fn　と　fn+1　の間について注目する．	

t

f 0

t0 t1 t2 t3

f 1
f 2

f 3
離散値	

Δt Δt Δt

f n f n+1

tn tn+1
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§8.2 微分方程式の離散化ーEuler陽解法	

Step1:	微分方程式が成り立つ時刻（PDEの場合は座標も)を決定する．  	

Ø  fn　と　fn+1　の間について注目する．	

Δt

f n
f n+1

tn tn+1

Ø  微分方程式の成り立つ時刻の	
　　取り方は，無数にある．	

Ø  「Euler陽解法」では，注目する二つの	
　　時刻 tn	と	tn+1　のうち，前の時刻tn		
　　で微分方程式が成り立つと仮定する．	

df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n

= S tn, f
n( ) (8.2-2)	

df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n

=
df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
t=tn
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§8.2 微分方程式の離散化ーEuler陽解法	

Step2:	微分を「差分近似」により，離散値で書き換える．	

Δt

f n
f n+1

tn tn+1

Ø  コンピュータ上では，離散値                 のみ	
　 保存され，微分はわからない．	

df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n

= S tn, f
n( ) (8.2-2)	

f n, f n+1

Ø  Taylor	展開を元に，微分の近似表現を導出	
　　する．	
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§8.2 微分方程式の離散化ーEuler陽解法	

δt

f t( )

f t +δt( )

t t +δt

= f t( )+ 1
k!k=1

∞

∑ δt k
dk f t( )
dtk

Taylor展開	

f t +δt( ) = f t( )+δt
df t( )
dt

+
1
2!
δt2

d 2 f t( )
dt2

+
1
3!
δt3

d3 f t( )
dt3

+...

(8.2-3)	

関数 f	(t)	が無限回微分可能（滑らかな連続関数）であれば，tからδt離れたところ	
での値が以下のように計算される（厳密な値）．	
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§8.2 微分方程式の離散化ーEuler陽解法	

δt

f t( )

f t +δt( )

t t +δt

Taylor展開	

f tn +Δt( ) = f tn( )+Δt
df tn( )
dt

+
1
2!
Δt2

d 2 f tn( )
dt2

+
1
3!
Δt3

d3 f tn( )
dt3

+...

(8.2-3)	

Ø  Taylor展開を，	t→ tn ,δt→Δt として，tn	と	tn+1の間に適用してみる．	

Δt

f n
f n+1

tn tn+1

∴ f n+1 = f n +Δt df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n

+
1
2!
Δt2 d 2 f

dt2
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

+
1
3!
Δt3 d3 f

dt3
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

+... (8.2-4)	
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§8.2 微分方程式の離散化ーEuler陽解法	

(8.2-3)	

Ø  (8.2-4)を1階微分について解くと．．	

df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n

=
f n+1 − f n

Δt
−
1
2!
Δt d

2 f
dt2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

−
1
3!
Δt2 d3 f

dt3
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

+...

Ø  時間の刻み幅　　　　はできるだけ細かいものを使うから，	Δt Δt <<1

Ø  (8.2-5)の右辺の大小関係は．．．	

(8.2-5)	

f n+1 − f n

Δt
  >   − 1

2!
Δt d

2 f
dt2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

  >   − 1
3!
Δt2 d3 f

dt3

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

>...

大きい	 小さい	 さらに小さい	
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§8.2 微分方程式の離散化ーEuler陽解法	

(8.2-3)	

Ø  一番大きな項だけ残せば，以下のような近似式を得る．	

df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n

=
f n+1 − f n

Δt
−
1
2!
Δt d

2 f
dt2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

−
1
3!
Δt2 d3 f

dt3
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

+... (8.2-5)	

大きい	 小さい	 さらに小さい	

df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n

≅
f n+1 − f n

Δt
(8.2-6)	

Ø  (8.2-6)はコンピュータ上で保存されている離散値のみで計算することができる．	

Ø  (8.2-6)のように”離散値の差（差分）”で微分を近似したすることを	
　	
　　　　　　　　　　　　　　　　　「差分近似」	
　　とよぶ．	
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§8.2 微分方程式の離散化ーEuler陽解法	

(8.2-3)	

Ø  差分近似式(8.2-6)をODE(8.2-2)に代入すると	

f n+1 − f n

Δt
≅ S tn, f

n( )

(8.2-7)	

df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n

= S tn, f
n( )(8.2-2)	

Ø  fn+1について解けば，以下の離散化式が与えられる．	

f n+1 ≅ f n +ΔtS tn, f
n( )Euler陽解法による	

方程式の離散化式	
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§8.2 微分方程式の離散化ーEuler陽解法	

(8.2-3)	

Ø  離散化式(8.2-7)をn=0,1,2,3…とすれば	

f 1 ≅ f 0 +ΔtS t0, f
0( )

t

f 0

t0 t1 t2 t3

f 1
f 2

f 3
離散値	

Δt Δt Δt

f 2 ≅ f 1 +ΔtS t1, f
1( )

f 3 ≅ f 2 +ΔtS t2, f
2( )

...

右辺に代入	

右辺に代入	

計算を繰り返すことで，芋づる式に任意の時刻まで計算することができる．	
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§8.2 微分方程式の離散化ーEuler陽解法	

(8.2-3)	

Ø  Euler陽解法による時間発展ODEの解法	

l  tnとtn+1　に着目するとき，前の時刻tnでODEが成立すると仮定する．	

df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n

= S tn, f
n( )

l  Taylor展開から，tnにおける１階微分の差分近似がもとめられる．	

df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n

≅
f n+1 − f n

Δt

l  離散化式は以下のようになる．	

f n+1 ≅ f n +ΔtS tn, f
n( )
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§8.2 微分方程式の離散化ー完全陰解法	

同じODEの差分法による解法でも，仮定の仕方，近似の方法により，様々な手法が存在	

Ø  完全陰解法	

Δt

f n
f n+1

tn tn+1

ODEが後の時刻	tn+1	で成り立つと仮定	
する方法．	

df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n+1

= S tn+1, f
n+1( ) (8.2-8)	
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§8.2 微分方程式の離散化ー完全陰解法	

Taylor展開	

f tn+1 −Δt( ) = f tn+1( )−Δt
df tn+1( )
dt

+
1
2!
Δt2

d 2 f tn+1( )
dt2

−
1
3!
Δt3

d3 f tn+1( )
dt3

+...

(8.2-3)	

Ø  Taylor展開を，	t→ tn+1 ,δt→−Δt として，tn	と	tn+1の間に適用してみる．	

−Δt

f n
f n+1

tn tn+1

∴ f n = f n+1 −Δt df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n+1

+
1
2!
Δt2 d 2 f

dt2
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n+1

−
1
3!
Δt3 d3 f

dt3
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n+1

+... (8.2-9)	
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§8.2 微分方程式の離散化ー完全陰解法	

(8.2-3)	

Ø  差分近似	

∴ f n = f n+1 −Δt df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n+1

+
1
2!
Δt2 d 2 f

dt2
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n+1

−
1
3!
Δt3 d3 f

dt3
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n+1

+... (8.2-9)	

df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n+1

=
f n+1 − f n

Δt
+
1
2!
Δt d

2 f
dt2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n+1

−
1
3!
Δt2 d3 f

dt3
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n+1

+...

df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n+1

≅
f n+1 − f n

Δt
(8.2-10)	
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§8.2 微分方程式の離散化ー完全陰解法	

(8.2-3)	

Ø  ODE(8.2-8)に代入して	

f n+1

(8.2-11)	
df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n+1

= S tn+1, f
n+1( )(8.2-8)	

f n+1 − f n

Δt
= S tn+1, f

n+1( )

Ø  離散化式(8.2-11)を 　　　 について解けば，Euler陽解法と同様に芋づる式に計算可能	

Ex1).	 S(t, f ) =αt +β f

f n+1 − f n

Δt
=αtn+1 +β f

n+1(8.2-11)	 f n+1 = 1
1−βΔt

f n +αtn+1Δt( )
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§8.2 微分方程式の離散化ー完全陰解法	

(8.2-3)	

Ø  Euler陽解法と比較すると．．．	

Ex1).	 S(t, f ) =αt +β f

f n+1 = 1
1−βΔt

f n +αtn+1Δt( )

Euler陽解法の離散式	

f n+1 = f n + αtn +β f
n( )Δtf n+1 ≅ f n +ΔtS tn, f

n( )

完全陰解法の離散式	

f n+1 − f n

Δt
= S tn+1, f

n+1( )

異なる	

同じODEの差分法による解法でも，仮定の仕方，近似の方法により，異なる離散式	
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§8.2 微分方程式の離散化ー完全陰解法	

(8.2-3)	

Ex2).	 S(t, f ) = sin f( )

f n+1 − f n

Δt
= sin f n+1( )(8.2-11)	 f n+1 = ... の形には整理できない	

完全陰解法では，芋づる式の計算（右辺に前の時刻の値を代入）では解けない問題が	
ある．そのような場合には，反復解法等を利用した煩雑な計算が必要となる．	
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§8.2 微分方程式の離散化ー離散化誤差	

Ø  離散化式は，微分方程式を近似したもの	

計算結果は理論解（元の微分方程式の解）とは異なる．	

離散化における近似で発生する誤差：「離散化誤差」	

Ø  Euler陽解法の離散化式	

f n+1 ≅ f n +ΔtS tn, f
n( )

について，離散化誤差の程度を調べてみる．	
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§8.2 微分方程式の離散化ー離散化誤差	

Ø  Euler陽解法の離散化式	 f n+1 ≅ f n +ΔtS tn, f
n( )

Ø  Taylor展開(8.2-4)を用いて,	fn+1　を書き換えてみる．	

Taylor展開	 f n+1 = f n +Δt df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n

+
1
2!
Δt2 d 2 f

dt2
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

+
1
3!
Δt3 d3 f

dt3
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

+... (8.2-4)	

f n+1 = f n +ΔtS tn, f
n( )

f n +Δt df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n

+
1
2!
Δt2 d 2 f

dt2
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

+
1
3!
Δt3 d3 f

dt3
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

+.. = f n +ΔtS tn, f
n( )

代入	
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§8.2 微分方程式の離散化ー離散化誤差	

f n +Δt df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n

+
1
2!
Δt2 d 2 f

dt2
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

+
1
3!
Δt3 d3 f

dt3
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

+.. = f n +ΔtS tn, f
n( )

df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
n

= S tn, f
n( )− 12!Δt

d 2 f
dt2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

−
1
3!
Δt2 d3 f

dt3
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

−..

Taylor展開は厳密に成り立つ式だから，これは”Euler陽解法の離散式”を正確に	
書き換えたものである．	
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§8.2 微分方程式の離散化ー離散化誤差	

df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟= S t, f( )− 1

2!
Δt d

2 f
dt2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟−
1
3!
Δt2 d3 f

dt3
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟−..

Ø  元のODEと比較してみる．．	

本来のODE:	
df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟= S t, f( )

離散化式：	

Ø  離散化式を用いて計算された値                     は当然元のODEの解とはズレる．	f 1, f 2,...

離散化誤差の発生	

Ø  離散化式は近似により，本来のODEとは異なる微分方程式となっている．	
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§8.2 微分方程式の離散化ー離散化誤差	

df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟= S t, f( )− 1

2!
Δt d

2 f
dt2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟−
1
3!
Δt2 d3 f

dt3
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟−..

本来のODE:	
df
dt
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟= S t, f( )

離散化式：	

Ø  本来のODEに加わった項：　誤差項	

Ø  誤差項のなかでもっとも大きいもの：　主要誤差項	

誤差項	

−
1
2!
Δt d

2 f
dt2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟Euler陽解法の場合：	
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§8.2 微分方程式の離散化ー離散化誤差	

Ø  計算値　　　と理論解　　　  は，それぞれ以下の方程式の解	fcal fTrue

本来のODE:	
dfTrue
dt

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟= S t, fTrue( )

dfcal
dt

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟= S t, fcal( )− 1

2!
Δt d

2 fcal
dt2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟+..離散化式：	

Ø  計算値と理論解の誤差の程度は	

Err = fcal − fTrue ≈
dfcal
dt

−
dfTrue
dt

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟∫ dt = −

1
2!
Δt d

2 fcal
dt2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟∫ dt

∴Err∝Δt

Euler陽解法は「時間１次精度」の方法である	

時間刻み幅Δtの1乗に比例する	
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§8.2 微分方程式の離散化ーCrank Nicolson法 	

同じODEの差分法による解法でも，仮定の仕方，近似の方法により，様々な手法が存在	

Ø  Crank-Nicolson法	

Δt / 2

f n
f n+1

tn tn+1

Δt / 2

tn+1/2

ODEが中間時刻　　　　　　　　　　　						
	
	
で成り立つと仮定する方法．	

f n+1 − f n

Δt
= S tn+1, f

*( )離散式	

tn+1/2 =
1
2
tn + tn+1( )

f * = 1
2
f n+1 + f n( )ここで	
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§8.2 微分方程式の離散化ーCrank Nicolson法 	

Ø  Crank-Nicolson法の主要誤差項	

f n+1 − f n

Δt
= S tn+1, f

*( )離散式	

Taylor展開で	
書き換え	

df
dt
= S(t, f )− 1

24
d3 f
dt3

+
1
8
d 2 f
dt2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟Δt2 +...

離散式を微分方程式に書き換えたもの	

主要誤差項はΔtの２乗に比例	

∴Err∝Δt2

Crank-Nicolson法は「時間2次精度」の方法である	

時間刻み幅Δtの2乗に比例する	

Ø  Crank-Nicolson法の離散化誤差	
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陽解法
陰解法
CrankNicolson

相
対
誤
差

Δt

§8.2 微分方程式の離散化ー離散化誤差と精度の関係 	

10.14.0 terr Δ×=

err = 0.05× Δt( )2.01

Ø  Δtは微小量だから，通常は時間精度の次数が高いものほど計算誤差は小さくなる．	

err∝Δt1
１次精度の方法　　　　　	

err∝Δt2
2次精度の方法　　　　　	

err∝Δt3
3次精度の方法　　　　　	

>>	 >>	 >>….	

誤差小	


