
時間発展の差分解析	



時間発展の微分方程式	

df
dt
= S( f , t)

時間のみの関数：	 f (t)
単位時間(1sec)当たりの増加量：	S( f , t)

：時刻 t	  のみを独立変数とする	  
　常微分方程式	

解　　      が一意に決まるためには，付帯条件が必要	f (t)

初期条件：	

解析をはじめようとる期間の，最初の時刻	  t=0での値	

f (t) = f 0



理論解析	

f 0

t = 0
t

f (t)

全ての時刻における値を，	  
”関数”として連続的	  
に求める	

数値解析	

f 0

t0 = 0
t

f 1

特定の時刻における値を，	  
”数値”として離散的	  
に求める	

f 2
f 3

t1 t2 t3



数値解析での記法	

f 0

t0 = 0
t

f 1
f 2

f 3

t1 t2 t3

Δt

時刻（下付きの添字で時刻の番号を表す)：	 t0, t1, t2,...

物理量（上付きの添字で時刻の番号を表す)：	f 0, f 1, f 2,...
f n = f (tn )

時刻間の時間：	Δt

時刻が等間隔であれば，	tn = Δt ×n (n = 0,1, 2,...)



微分方程式の計算式への変換　ー　離散化	

f 0

t0
t

f 1

t1

Δt

?

df
dt
= S( f , t)微分方程式	   を，離散値             の関係式へ変換する	  f 0, f 1

（方程式の）離散化	  



微分方程式の計算式への変換　ー　離散化	

f 0

t0
t

f 1

t1

Δt

?

df
dt
!
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= S( f 0, t0 )

離散化の基本的手順：　	  

①微分方程式が，“どの時刻”で成り立つのかを仮定する	  

Ex:	 t0 で成立	

df
dt

t0 での微分	時刻	



微分方程式の計算式への変換　ー　離散化	

f 0

t0
t

f 1

t1

Δt
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離散化の基本的手順：　	  

②“微分”を離散値　　　　　　を用いる形に近似して書き換える	  f 0, f 1

（有限）差分近似	  



Taylor展開	 f (tA )

t

f (tB )

tA tB

δt
f (t) が連続	

無限回微分可能	

ある　　　におけるfの値と，その微分を用いれば、	  
	  
δtはなれた任意の　　　での値を正確に求めることができる	

tA
tB

Taylor展開：	

f (tB ) = f (tA )+δt
df (tA )
dt

+
δt2

2!
d 2 f (tA )
dt2

+
δt3

3!
d3 f (tA )
dt3

+....



差分近似	

f (tA )

t

f (tB )

tA tB

δt

Taylor展開：	

f (t1) = f (t0 )+Δt
df (t0 )
dt

+
Δt2

2!
d 2 f (t0 )
dt2

+
Δt3

3!
d3 f (t0 )
dt3

+....
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tA = t0, tB = t1,δt = Δt と見なせば、	

f 1 = f 0 +Δt df
dt
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差分近似	

f 1 = f 0 +Δt df
dt
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解きたい微分方程式：	
df
dt
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= S( f 0, t0 )

Taylor展開：	

近似したい１階微分について式を整理	

Δt df
dt
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差分近似	
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離散値	 不明？	

時間の間隔が十分短いとする（Δt	  <<	  1）	

右辺の大小関係：	
f 1 − f 0

Δt
>>

Δt
2!

d 2 f
dt2
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差分近似	
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Δt



方程式の離散化	

差分近似	

df
dt
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≅
f 1 − f 0

Δt

df
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!
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= S( f 0, t0 )
代入	

f 1 − f 0

Δt
= S( f 0, t0 )

∴ f 1 = f 0 +Δt × S( f 0, t0 ) 離散化の結果	



実際のプログラムでは．．．	

f 1 = f 0 +Δt × S( f 0, t0 )

初期値（初期条件）を入力：	

f 0

t0 = 0
t

t1 t2 t3

f 1
f 2

f 3

f 0

右辺に代入	

右辺に代入	

f 2 = f 1 +Δt × S( f 1, t1)

右辺に代入	

f 3 = f 2 +Δt × S( f 2, t2 )
.	  
.	  
.	  

いもづる式に，任意の時間後まで計算を繰り返せば良い	



離散化の手法は一つではない	

微分方程式が成立すると仮定する時刻を代えてみる	

ここまで紹介した方法・・・Euler（陽）解法	

時刻t0で成立つ	  
と仮定	

df
dt
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差分近似	
df
dt
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f 1 = f 0 +Δt × S( f 0, t0 )

時刻t1を仮定	
df
dt
!
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= S( f 1, t1)
f 1 = f 0 +Δt × S( f 1, t0 )

(完全)陰解法	
差分近似	

df
dt
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離散化の手法は一つではない	

t0とt1の中間で成立つと仮定	
f 0

t0
t

f 1

t1

Δt
2

t1/2

Δt
2

f 1/2

t1/2 =
1
2
t0 + t1( )

df
dt
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= S( f 1/2, t1/2 )

差分近似	

df
dt
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≅
f 1 − f 0

Δt

f 1 = f 0 +Δt × S( f 1/2, t1/2 )

f 1/2 = 1
2
f 0 + f 1( )※	 とすることが多い	

Crank-‐Nicolson法	



Ex:	 A,B　:　定数	
df
dt
= A+Bf

Euler（陽）解法	

f 1 = f 0 +Δt × A+B× f 0( )

f 1 = f 0 +Δt × S( f 0, t0 )

(完全)陰解法	

f 1 = f 0 +Δt × A
1−Δt ×B

f 1 = f 0 +Δt × S( f 1, t1)

Crank-‐Nicolson	 f 1 = f 0 +Δt × S( f 1/2, t1/2 )

f 1 =
f 0 +Δt × A+ Δt

2
×B× f 0

1− Δt
2
×B



計算誤差	

離散化での差分近似：	
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Taylor展開：	

十分に小さいとして．．．	

近似	

差分近似により，計算結果には必ず誤差が生じることになる。	

（演習で確認してもらいます）	

離散化に持ちいる方法ごとに，どのような誤差が，どの程度生じるのか？　は大きく変化	



誤差について検討	

Euler（陽）解法	

f 1 = f 0 +Δt × S( f 0, t0 )
離散化前の微分方程式	 離散化後の近似式	

df
dt
= S( f , t)

f 1 = f 0 +Δt df
dt
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+....Taylor展開：	

代入	

どの程度，一致しているのか？	  

比較できるように，離散化後の式を“微分方程式”の形に書き換えてみる。	



Euler陽解法の場合	

f 0 +Δt df
dt
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∴
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誤差について検討	
離散化前の微分方程式	

離散化後の近似式	
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※離散化前の方程式とは異なる方程式となっている	

誤差項	

数値解析においての誤差の発生原因の一つ	



誤差について検討	

Euler陽解法	
df
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誤差項	
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誤差項の中で一番大きいもの：	 主要誤差項	

Δtの１乗に比例し、２階微分のマイナスにも比例する。	

「Euler陽解法は“１次精度”である」のように，離散化手法の近似の程度を述べる	



その他の手法	

Euler陽解法	 df
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主要誤差項	

陰解法	
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主要誤差項	

Δtの１乗に比例し、２階微分のプラスに比例する。	

Δtの１乗に比例し、２階微分のマイナスに比例する。	

Crank-‐Nicolson	
df
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主要誤差項	

Δtの2乗に比例し、3階微分に比例する。	

1	  次精度	

1	  次精度	

２	  次精度	



宿題	

・次週は演習を行います	

・下に示す方程式を，①Euler陽解法，②陰解法，③Crank-‐Nicolsonで解く	  
　プログラムを作成し，誤差の特性について考察してもらいます。	

df
dt
=α −κ f α =κ =1

宿題１：それぞれの方法での離散化式を，書き下しておく。	

宿題２：誤差の挙動について，予想を立てよ。	

(2-‐1)	  :	  ①〜③で、どの手法が誤差が大きくなるのか？	

(2-‐2)	  :	  Δtは任意に選べる。誤差を小さくするには，Δtはどのようにすべきか？ 	

(2-‐2)	  :	  次ページのようなカーブで大凡時間変化する場合に，	  
　　　　次時刻の値は，誤差によりAとBどちらの方にずれるであろうか？ 	



	  
	

t

f

tn tn+1

A	

B	

f n

おおよその	  
fの変化	

誤差	

正しい	  
値	

f n+1 ?

上に凸	


