
組合せアルゴリズム
Combinatorial  Algorithms

（2016年年度度）

森⼝口聡⼦子（⾸首都⼤大学東京 　准教授）
⼋八⽊木恭⼦子（⾸首都⼤大学東京 　准教授）

澄⽥田範奈奈（国⽴立立情報学研究所 　特任研究員）



講義の概要とねらい
第1Q「数理理最適化」でやったこと
•  線形計画問題とシンプレックス法
•  ⾮非線形計画問題と最急降降下法，Newton法など

この授業でやること
現実問題を組合せ最適化問題としてモデル化した代表的な問
題とその解法を解説する（シラバスより抜粋）



現実と数理理モデル

現実の世界

現実の問題

モデルの世界

最適化問題

解現実的な解

モデル化

解析・求解
解釈

適⽤用

授業のメインは
「最適化問題の解き⽅方」

どうモデル化するかも⼤大事 
解きやすさが変わってくる



最適化問題（数理理計画問題）
 　数学の⾔言葉葉を⽤用いて表現された条件を満たすものから
 　最も良良いものを選ぶこと
 　例例：線形計画問題

最適化法（数理理計画法）
 　最適化問題を解く⼿手法（アルゴリズム）
 　例例：シンプレックス法
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組合せの集合の中で最も良良いものを選ぶ問題

例例：ナップサック問題（詳しくは後で定義）

組合せ最適化問題

重さ(g)
価値(円)

300
60

100
50

500
90

100
20

果物を重さ600gまで袋に詰め放題のとき

どの組合せを選べば価値の和が最⼤大になるか
制限
600g



例例：割当問題

組合せ最適化問題(2)

労働者 仕事

各労働者に仕事を割り当てる 
労働者の⽣生み出す価値の和を最⼤大にする



全ての組合せを調べれば最適解は分かる

アイテムの数が100,1000と⼤大きくなると…
→ 　⼈人間には無理理なので計算機に解かせる
 　 　しかしプログラムが悪いと結局時間がかかる

全ての問題を効率率率的に解くアルゴリズムは（今のところ）ない
問題の性質・構造に応じたアルゴリズムの設計が重要

問題の難しさ・アルゴリズムの良良さを定量量的に議論論
→ 　計算量量理理論論（この授業は詳細には触れない）

効率率率的に解けるか？



授業⽇日程
1.  組合せ最適化と近似解法 澄⽥田 9/26  (⽉月)
2.  動的計画法とその応⽤用 　 　澄⽥田       29  (⽊木)
3.  列列挙問題とその解法 　 　 　森⼝口 10/3  (⽉月)
4.  割当問題とその応⽤用 　 　 　澄⽥田 　          6  (⽊木)
5.  最⼩小費⽤用流流と⽣生産計画 　 　澄⽥田 　          13  (⽊木)
6.  クラス編成問題 　 　 　 　 森⼝口 　          17  (⽉月)
7.  オンライン問題 　 　 　  　 澄⽥田           20  (⽊木)
8.  配送計画 　 　 　 　 　 　 　 森⼝口 　          24  (⽉月)
        休講 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　           　 　 　27  (⽊木)
9.  スケジューリング 　 　 　 　森⼝口 　          31  (⽉月)
10.  ⾦金金融⼯工学(1) 　 　 　 　 　 ⼋八⽊木 　11/3  (⽊木)
11.  ⾦金金融⼯工学(2) 　 　 　 　 　 ⼋八⽊木 　          7  (⽉月)
12.  ⾦金金融⼯工学(3) 　 　 　 　 　 ⼋八⽊木  　 10  (⽊木)
13.  ⾦金金融⼯工学(4) 　 　 　 　 　 　⼋八⽊木 　 　 14  (⽉月)



•  期末（最終回ごろ）にレポートを１回出題します
•  出席はとりません

•  授業資料料はOCWで公開します
資料料は各⾃自印刷してください

•  質問等は以下に連絡してください
 　森⼝口 　satoko5@tmu.ac.jp
 　⼋八⽊木 　kyagi@tmu.ac.jp
 　澄⽥田 　sumita@nii.ac.jp

成績の評価



1.  （時間）計算量量の導⼊入

2.  近似アルゴリズムと近似⽐比の導⼊入

3.  近似アルゴリズムの例例：ナップサック問題
a.  問題の定義
b.  1/2近似アルゴリズム
c.  近似⽐比の改善

4.  その他の近似アルゴリズム

残り時間でやること
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3.  近似アルゴリズムの例例：ナップサック問題
a.  問題の定義
b.  1/2近似アルゴリズム
c.  近似⽐比の改善

4.  その他の近似アルゴリズム

残り時間でやること



良良さを測る指標
•  必要な演算の回数（時間計算量量）
•  必要なメモリ量量（空間計算量量）
•  解の正確さ（近似⽐比，競合⽐比など）
•  実装しやすさ
•  …

評価⽅方法
Ø 最悪解析／平均解析
Ø 理理論論保証／実験的評価

アルゴリズムの良良さの定量量的評価



アルゴリズムが最悪でも何回の演算で解を出⼒力力するかを
⼊入⼒力力された問題の⼤大きさの関数で表したもの

演算とは 　四則演算，⽐比較など

例例１：1〜～nの整数の和を計算する
•  1から順番に⾜足し算する 　⾜足し算  (n-‐‑‒1)回
•  (1+n)×n/2 　⾜足し算  3回

例例２：⼩小さい順に並んだn個の数字から特定の数を⾒見見つける
•  最初から順番に調べる 　⽐比較  n回
•  ⼆二分探索索する 　 　 　 　 　⽐比較  log  n  回 　くらい

（時間）計算量量とは



与えられるデータ（バイナリ表現）の⻑⾧長さ

•  整数  n  のデータ⻑⾧長  size(n)  =  1+    log2(|n|+1)  

•  有理理数  r  =  p/q:  size(r)  =  size(p)  +  size(q)
•  n次元ベクトル  x:  size(x)  =  n  +  Σi=1  size(xi)  
•  m×n⾏行行列列  A:  size(A)  =  mn  +  Σi=1  Σj=1  size(aij)

例例：整数a1,  ...,  anをソートするとき
⼊入⼒力力データ⻑⾧長  =  size(a1)  +  …  +  size(an)

⼊入⼒力力された問題の⼤大きさとは

!" #$
符号

n

m n

今後
logの底は2



•  データサイズが⼗十分⼤大きいときの漸近的振る舞いが⼤大事
注意：数値解析などではゼロに近づくときの評価をする

•  係数はあまり⼤大事ではない

例例：⼊入⼒力力データ⻑⾧長がnのときに
 　 　計算量量が  2n3+3n+10000  のアルゴリズム

 　 　nが⼤大きくなるとn3が⽀支配的で3n+10000は誤差
 　 　n3だけに着⽬目する

計算量量の評価で重視すること



関数f,  gについて以下を満たすとき  f(n)  =  O(g(n))  とかく:
 　∃k>0,  ∃n0,  ∀n>n0,  f(n)  ≦  k  g(n)

例例：
•  3n  =  O(n)
•  2n3+3n+10000  =  O(n3)
•  4(n+1)5  =  O(n5)
•  3n  =  O(n2)
•  10log  n  =  O(n)

注意 　“O(n)  =  3n” 　とは書かない

オーダー記法



どの程度度の計算量量であれば  ”良良い”  といえるか？
理理論論的には多項式まで 　→ 　多項式時間アルゴリズムとよぶ

ただし実⽤用的には
•  n100よりも1.1nの⽅方が良良いこともある
（想定されるデータサイズが⼩小さいとき）

•  n2やnでも遅すぎる状況もある
（データサイズが巨⼤大なとき 　ビッグデータ）

多項式時間アルゴリズム

√nlog  n n n100 1.01n 2n n! nn

計算時間多項式時間

これは多項式？ 　n300,  (log  n)n,  2log(n),  log(n!),  (log  n)log(n)



計算時間が様々なプログラムを動かしてみる
指定時間内に解けるデータサイズ

指定時間内にどこまで解けるか？

√n n nlogn n2 2n n!
1秒 1016 108 6.4×106 104 26 11
1分 3.6×1019 6.0×109 3.1×108 7.8×104 32 12
1時間 1.3×1023 3.6×1011 1.5×1010 6.0×105 38 15
1⽇日 7.5×1025 8.6×1012 3.3×1011 2.9×106 42 16
1ヶ⽉月 6.7×1028 2.6×1014 8.7×1012 1.6×107 47 17
1年年 9.7×1030 3.1×1015 9.7×1013 5.6×107 51 18
1世紀 9.7×1034 3.1×1017 8.5×1015 5.6×108 58 20

1秒間に108回の計算ができると仮定



1.  （時間）計算量量の導⼊入
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残り時間でやること



 　 　  多項式時間アルゴリズムがあるかどうか分からない
 　 　 　存在しないと考えられている問題もある 　 　P≠NP予想

 　 　  多項式時間アルゴリズムはあるが実⽤用上は遅すぎる
 　 　 　データサイズが巨⼤大なときO(n)時間もかけたくない

時間と労⼒力力を使って最適解を厳密に求めるよりも
短時間で最適解に近い解を求められる⽅方が良良いことがある

近似する必要性



最適解を正確に求める解法
•  多項式時間アルゴリズム
•  厳密解法

短時間でそれなりに良良い解を⾒見見つける解法
•  精度度保証つき：近似アルゴリズム
得られる解は必ず最適解のβ倍以上（以下）であることが
⽰示されているもの

•  精度度保証なし：発⾒見見的解法（メタヒューリスティクス）
実験的に良良い解が得られる（得られそう）なもの

平均的には良良い解を⾒見見つける解法： 　乱択アルゴリズム

アルゴリズムの分類



近似アルゴリズムの近似⽐比とは（最⼤大化問題の場合）

•  近似⽐比  ≦  1
•  1に近いほど最適解に近い
•  最適値に対してどの程度度の割合を保証できるかを表す

最⼩小化問題の場合は
 　近似⽐比  =  max（得られた解）/（最適値）

近似⽐比：解の良良さを測る指標

得られた解の⽬目的関数値 

最適値
min
⼊入⼒力力

最悪の状況を考える
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⼊入⼒力力
 　ナップサックの容量量 　B
 　n個のアイテムの集合 　N
 　 　アイテム  i  =  1,  2,  ...,  n  には 　重さ  si 　と 　価値  pi
出⼒力力
 　ナップサックに⼊入れられるアイテムの組合せの中で
 　価値の和が最⼤大のもの

具体的に数字が決まっているものは 　問題例例
問題例例の集合が 　問題

⼊入⼒力力データ⻑⾧長  =  size(B)  +  Σi∈N  (size(si)+size(pi))

ナップサック問題



問題例例の例例

重さ(g)
価値

300
60

100
50

500
90

100
20

果物を重さ600gまで袋に詰め放題

どの組合せを選べば最も価値が⼤大きくなるか
制限
600g



⼊入⼒力力
 　ナップサックの容量量 　B
 　n個のアイテムの集合 　N
 　 　アイテム  i  =  1,  2,  ...,  n  には 　重さ  si 　と 　価値  pi
出⼒力力
 　ナップサックに⼊入れられるアイテムの組合せの中で
 　価値の和が最⼤大のもの

整数計画問題としての定式化

max Σi∈N  pi  xi
s.t. 　 Σi∈N  si  xi  ≦  B
 　 　 xi  ∈  {0,1}  (∀i  ∈N)

xi  =  1  ⇔  アイテムiを⼊入れる
xi  =  0  ⇔  アイテムiを⼊入れない

0-‐‑‒1整数計画問題



例例

重さ(g)
価値

300
60
x1

100
50
x2

500
90
x3

100
20
x4

制限
600g

max 60x1  +  50x2  +  90x3  +  20x4
s.t. 　 300x1  +  100x2  +  500x3  +  100x4  ≦  600
 　 　 x1  ∈  {0,1}
 　 　 　x2  ∈  {0,1}
 　 　 　x3  ∈  {0,1}
 　 　 　x4  ∈  {0,1}

xi  =  1  ⇔  アイテムiを⼊入れる
xi  =  0  ⇔  アイテムiを⼊入れない



多項式時間アルゴリズムは 　知られていない
 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　存在しないと考えられている

精度度の良良い近似アルゴリズムは作れるだろうか？

⽅方針：サイズに対する価値が⾼高いアイテムから順に
 　 　 　ナップサックに⼊入れてみる
 　 　 　（貪欲アルゴリズム）

この⽅方針で得られた解はある良良い性質がある

ナップサック問題のアルゴリズム



連続版は選べる選択肢が増えているので
 　 　ナップサック問題の最適値  ≦  連続版の最適値

連続ナップサック問題

max Σi∈N  pi  xi
s.t. 　 Σi∈N  si  xi  ≦  B
 　 　 xi  ∈  {0,  1}  (∀i)

ナップサック問題

連続ナップサック問題
max Σi∈N  pi  xi
s.t. 　 Σi∈N  si  xi  ≦  B
 　 　 0  ≦  xi  ≦  1  (∀i)

xi  =  1  ⇔  アイテムiを⼊入れる
xi  =  0  ⇔  アイテムiを⼊入れない

xi:  アイテムiが
 　    ナップサックに⼊入る割合



1.  p1/s1  ≧  p2/s2  ≧  …  ≧  pn/sn 　のようにラベルを付け替え

2.  s1  +  s2  +  …  +  sk-‐‑‒1  ≦  B  <  s1  +  s2  +  …  +  sk
となる  k  を⾒見見つける

3.  x1  =  x2  =  …  =  xk-‐‑‒1  =  1,

xk  = 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　,  xk+1  =  …  =  xn  =  0

密度度の⾼高い順に⼊入れてみる

B  -‐‑‒  (s1  +  s2  +  …  +  sk-‐‑‒1)
sk

B  -‐‑‒  (s1  +  s2  +  …  +  sk-‐‑‒1)

s1 s2 s3 … sk-‐‑‒1容量量  B sk

補題 　この貪欲アルゴリズムで得られた解は
 　 　 　連続ナップサック問題の最適解



実は近似⽐比はいくらでも悪くなり得る（定数ではない）

これを⽰示すには問題例例を提⽰示すれば良良い

貪欲アルゴリズムの近似⽐比

•  容量量 　B
•  アイテム1 　s1  =  1,  p1  =  2, 　p1/s1  =  2
•  アイテム2 　s2  =  B,  p2  =  B, 　p2/s2  =  1

貪欲アルゴリズム：アイテム1のみ選択 　価値の和  =  2
最適解：アイテム2のみ選択 　価値の和  =  B

⽬目的関数の⽐比  =  2/B  →  0 　(B  →  ∞)

s1容量量  B s2



最初にあふれたアイテムに着⽬目

貪欲アルゴリズムの改良良

1.  p1/s1  ≧  p2/s2  ≧  …  ≧  pn/sn 　のようにラベルを付け替え

2.  s1  +  s2  +  …  +  sk-‐‑‒1  ≦  B  <  s1  +  s2  +  …  +  sk
となる  k  を⾒見見つける

3.  {1,  ...,  k-‐‑‒1}と{k}の良良い⽅方を出⼒力力する

s1 s2 s3 … sk-‐‑‒1容量量  B sk

Σi=1  pi
k-‐‑‒1 pk



悪い問題例例に改良良版を適⽤用

•  容量量 　B
•  アイテム1 　s1  =  1,  p1  =  2, 　p1/s1  =  2
•  アイテム2 　s2  =  B,  p2  =  B, 　p2/s2  =  1

改良良版アルゴリズムを適⽤用すると

 　{1}の価値  =  2，{2}の価値  =  B

改良良版：{2} 　価値の和  =  B
最適解：{2} 　価値の和  =  B

s1容量量  B s2



定理理 　改良良版貪欲アルゴリズムの近似⽐比は1/2以上

証明
•  (Σi=1  pi)  +  pk  ≧  連続ナップサック問題の最適値
•  (改良良版貪欲アルゴリズムの解の⽬目的関数値)
 　=  max{Σi=1  pi  ,  pk}
 　≧  (連続ナップサック問題の最適値)  /  2
 　≧  (ナップサック問題の最適値)  /  2

改良良版の近似⽐比を⽰示そう
p1/s1  ≧  p2/s2  ≧  …  ≧  pn/sn 
連続ナップサックの最適解：1,  ...,  k-‐‑‒1は全部,  kは⼀一部
改良良版貪欲アルゴリズムの解：{1,  ...,  k-‐‑‒1}と{k}の良良い⽅方

k-‐‑‒1

k-‐‑‒1



1.  p1/s1  ≧  p2/s2  ≧  …  ≧  pn/sn 　のようにラベルを付け替え

2.  s1  +  s2  +  …  +  sk-‐‑‒1  ≦  B  <  s1  +  s2  +  …  +  sk
となる  k  を⾒見見つける

3.  {1,  ...,  k-‐‑‒1}と{k}の良良い⽅方を出⼒力力する

改良良版貪欲アルゴリズムの計算量量

O(n  log  n)回の⽐比較 　マージソートなどを利利⽤用

k回の⽐比較

価値の和の計算に(k-‐‑‒2)回の⾜足し算
1回の⽐比較

合わせて 　O(n  log  n)+k+(k-‐‑‒1)+1=  O(n  log  n)
アイテムがソート済みなら 　 　 　 　 　    O(n)

Σi=1  pi
k-‐‑‒1 pk



•  組合せの全探索索
•  （元の）貪欲アルゴリズム
両⽅方を活かしてアルゴリズムを作ったらどうか？

1.  最適解の中で価値が上位k個のアイテムを推測
ナップサックをそのk個のアイテムで埋める

2.  ナップサックの残り容量量を貪欲アルゴリズムで埋める

1/2より良良くできるか？

s1 s2 … sk容量量  B

p1 p2 … pk価値の和

sk+1 sm…

pk+1 pm…



•  k  :  任意の整数
•  p1/s1  ≧  p2/s2  ≧  …  ≧  pn/sn 　とラベルを付け替え
•  要素数⾼高々k個の各アイテム集合  S  について 　以下を実⾏行行
a.  Sのアイテムが容量量制約を満たさないなら次の集合へ
b.  Sの中で最も価値が低いアイテムを  j  とする

c.    容量量  B-‐‑‒Σi∈S  si
  アイテム集合  M  =  {i  ∉  S  :  pi  ≦  pj  &  si  ≦  B-‐‑‒Σi∈S  si}
のナップサック問題を貪欲アルゴリズムで解く

•  最も⽬目的関数値の⼤大きいSを出⼒力力

推測＋貪欲アルゴリズム

Sのアイテムの重み和容量量  B

残り容量量  B-‐‑‒Σi∈S  si

重み和が残り容量量以下価値がpj以下



•  k  :  任意の整数
•  p1/s1  ≧  p2/s2  ≧  …  ≧  pn/sn 　とラベルを付け替え
•  要素数⾼高々k個の各アイテム集合  S  について 　以下を実⾏行行
a.  Sのアイテムが容量量制約を満たさないなら次の集合へ
b.  Sの中で最も価値が低いアイテムを  j  とする

c.    容量量  B-‐‑‒Σi∈S  si
  アイテム集合  M  =  {i  ∉  S  :  pi  ≦  pj  &  si  ≦  B-‐‑‒Σi∈S  si}
のナップサック問題を貪欲アルゴリズムで解く

•  最も⽬目的関数値の⼤大きいSを出⼒力力

推測＋貪欲アルゴリズムの計算量量

重み和が残り容量量以下価値がpj以下

O(nk)通り
O(n  log  n)

O(n  log  n  +  nk  ×  n)  =  O(nk+1)

ソート済みなので  O(n)

暫定⼀一位を記録しておく



最適値を  OPT，最適解の選ぶアイテムの集合を  S*  とおく

もし  |S*|  ≦  k  ならば
 　要素数⾼高々k個の集合を数え上げる中でS*が⾒見見つかる

以下では  |S*|  ≧  k+1  を仮定
S*の中で価値が上位k個のものをSとして選ぶときを考える

推測＋貪欲アルゴリズムの近似⽐比(1)

価値が上位k個のアイテム

価値の和

… …

0 OPT

S*のアイテム



観察 　∀i  ∈  M,  pi  ≦  OPT/(k+1)
証明

•  pi  ≦  pj  なので 　pi  +  (                                                        )  ≧  (1+k)pi

•  S*が最適解なので 　pi  +  (                                                        )  ≦  OPT

よって 　(1+k)pi  ≦  OPT

推測＋貪欲アルゴリズムの近似⽐比(2)

S

価値の和

pj…

0 OPT

pj…

pj…

pi

k個



貪欲アルゴリズムで⼊入れたアイテムの価値の和を  P  とおく

PとOPTʼ’の違いはどれくらいだろうか？

推測＋貪欲アルゴリズムの近似⽐比(3)

S

価値の和

pj…

0 OPT

価値の和

… …

0 OPT

最適解の
アイテム

アルゴリズムが
⼊入れたアイテム …

P

OPTʼ’



貪欲アルゴリズムで最初にあふれたアイテムを  m  とする
•  観察より 　pm  ≦  OPT/(k+1)
•  貪欲アルゴリズムの解は連続ナップサック問題の最適解
OPTʼ’  ≦  P  +  pm  

ふたつを合わせて 　P  ≧  OPTʼ’  -‐‑‒  OPT/(k+1)

推測＋貪欲アルゴリズムの近似⽐比(4)

S

価値の和

pj…

0 OPT

価値の和

… …

0 OPT

最適解の
アイテム

アルゴリズムが
⼊入れたアイテム …

P

OPTʼ’

pm



貪欲アルゴリズムで最初にあふれたアイテムを  m  とする
•  観察より 　pm  ≦  OPT/(k+1)
•  貪欲アルゴリズムの解は連続ナップサック問題の最適解
OPTʼ’  ≦  P  +  pm  

ふたつを合わせて 　P  ≧  OPTʼ’  -‐‑‒  OPT/(k+1)

(アルゴリズムで得られた解の⽬目的関数値)
 　=  (Sのアイテムの価値の和)  +  P
 　≧  ((Sのアイテムの価値の和)  +  OPTʼ’)  -‐‑‒  OPT(k+1)
 　≧  (1  -‐‑‒  1/(k+1))  OPT

定理理 　推測＋貪欲アルゴリズムの近似⽐比は  1-‐‑‒1/(k+1)  以上

kが⼤大きくなるほど近似⽐比は1に近づくが計算時間O(nk+1)は⻑⾧長くなる

推測＋貪欲アルゴリズムの近似⽐比(4)



推測＋貪欲アルゴリズム
•  計算量量 　O(nk+1) 　kが問題例例によらない定数なら多項式
•  近似⽐比 　1  -‐‑‒  1/(k+1)  
ε  =  1/kとおくと 　計算量量はO(n1+1/ε)，近似⽐比は1  -‐‑‒  ε

多項式時間近似スキーム  (polynomial-‐‑‒time  approximation  scheme)
問題例例とパラメータ  ε  >  0  を受け取ったとき
•  ⼊入⼒力力のデータ⻑⾧長に関しては多項式時間内で
•  最適解の(1  -‐‑‒  ε)倍以上の解を出⼒力力する

計算時間が1/εについても多項式ならば 　完全多項式時間近似⽅方式と呼ぶ

雑談：多項式時間近似スキーム



問題によって有効な⼿手法は様々
•  貪欲アルゴリズム
⽬目的関数値が改善するものを解で使うものとして選ぶ

•  局所探索索
今もっている解を少し変えて⽬目的関数値を改善させる

•  部分列列挙・推測
最適解の⼀一部を推測する

•  連続緩和＋丸め
整数計画問題を線形計画問題に緩和して解く＋解を整数に丸める

•  ラグランジュ緩和
制約の⼀一部を緩和＆違反をペナルティとして⽬目的関数に追加

今回扱ったアルゴリズムは貪欲（⾒見見⽅方によっては連続緩和＋丸め）

近似アルゴリズムの⼿手法



1.  （時間）計算量量の導⼊入

2.  近似アルゴリズムと近似⽐比の導⼊入

3.  近似アルゴリズムの例例：ナップサック問題
a.  問題の定義
b.  1/2近似アルゴリズム
c.  近似⽐比の改善

4.  その他の近似アルゴリズム

次回はナップサック問題の他の解法をやります

今回のまとめ


