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2.分布定数線路 
2.1 電信方程式 

二つの導体(conductor)からなる伝送線路(transmission line)を考える。 
(注意)導波管でも固有モード(eigen mode)の横電界(transvers electric field component)，横磁

界成分(transverse magnetic field component)に対応させて電圧(voltage)及び電流(current)を
定義すれば，二導体系線路と同様に扱うことができる。 

z
dz

zdVzVzzV ∆+=∆+
)()()(     (2.1.a) 

z
dz

zdIzIzzI ∆+=∆+
)()()(     (2.1.b) 

ここで，伝送線路の等価回路(equivalent circuit)を考えてみる。 
導体に電流が流れ，導体間に電位差が発生すると，次のことが起こる。 

導体に電流が流れる → 磁界(magnetic field)が発生 
→ 磁界のエネルギー(energy) → インダクタンス(inductance)が存在 

導体間の電位差 → 静電容量(capacitance)が存在 
さらに，導体や導体間の媒質が理想的な状態でない場合，次のことを考慮する必要がある。 

導体の導電率(conductivity)は無限ではない（理想導体ではない） 
→ 導体に直列抵抗(series resistance) 

導体間の媒質は理想的な絶縁体（誘電体(dielectric)）ではない 

→ 並列抵抗(parallel resistance) 
これらを考慮すると，二導体系の伝送線路の（単位長さ当たりの）等価回路は次のようになる。

ただし，伝搬方向で伝送線路は均一であると仮定する。 

直列インピーダンス LjRZd ω+=  （Ω/m） 
並列アドミッタンス CjGYd ω+=  （Ω-1/m） 

したがって，この等価回路について次の関係式が成り立つ。 

)()()()( zzVzIzZzV d ∆++∆=  

)()( zIZ
dz

zdV
d−=      (2.2) 

)()( zVY
dz

zdI
d−=      (2.3) 

この微分方程式は，電信方程式(lineman’s equation, telegraphic equation)と呼ばれ，次の微分

方程式に整理される。 

)()(
2

2

zVYZ
dz

zVd
dd=      (2.4) 

式(2.4)の微分方程式の一般解(general solution)は，次のようになる。 
zz eVeVzV γγ +− +=∴ 21)(      (2.5) 
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( ) ( )zz

c

zz

d

eVeV
Z

eVeV
Z

zI γγγγγ +−+− −=−= 2121
1)(    (2.6) 

ここで，重要なパラメータは，γ ：伝搬定数(propagation constant)， cZ ：特性インピーダン

ス(characteristic impedance)は次のようになる。 

βαωωγ jCjGLjRYZ dd +=++== ))((   (2.7) 

c
d

dd Z
CjG
LjR

Y
ZZ

=
+
+

==
ω
ω

γ
    (2.8) 

特に，分布定数線路が無損失(loss-less)の場合， 0== GR であり，それぞれ次のようになる。 

βωωωγ jLCjCLjj ===    (2.9) 

cc R
C
L

Cj
LjZ ===

ω
ω     (2.10) 

ここで，β ：位相定数(phase constant)， cR ：特性抵抗(characteristic resistance)と呼ぶ。 

 
2.2 反射係数と入力インピーダンス 
電源(source)を原点(origin)として伝送線路に沿った座標系(coordinate)を z 座標とする。これ

に対して，負荷(load)を原点とし，電源に向かう方向を正とする y 座標を考える。線路の長さを

l とすれば lyz =+ という関係にあるから， )(yV ， )(yI は次のようになる。 
y

r
y

i eVeVyV γγ −+=)(      (2.11.a) 

( ) y
r

y
i

y
r

y
i

c

eIeIeVeV
Z

yI γγγγ −− +=−=
1)(    (2.11.b) 

ここで， yeγ は y の負方向に向かう波動，すなわち負荷に対する入射波(incident wave)を表し，
ye γ− は y の正方向に向かう波動，すなわち負荷からの反射波(reflected wave)を表す。また，そ

れぞれの波動の振る舞いを考えると，次のようになる。 
・ yjyy eee βαγ = ： yeα は y の負方向に沿って減衰することを表し， yje β は πβ 2=y を 1 周期とし

て振動することを表す。 
・ yjyy eee βαγ −−− = ： ye α− は y の正方向に沿って減衰することを表し， yje β− は πβ 2=y を 1 周期

として振動することを表す。 
πβ 2=y が 1 周期であるから，波長λ  (wavelength)は次の式で位相定数β と関係付けられる。 

πβλ 2=       (2.12) 

また， 0=y （負荷端）において，次の関係が成り立つ。 

( ) riri
c

ri

IIVV
Z

I

VVV

+=−=

+=
1)0(

)0(
 

)0(
)0(

I
VZL =       (2.13) 
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したがって負荷端における電圧反射係数(voltage reflection coefficient)は，次の式で与えられる。 

)0(v
cL

cL

i

r S
ZZ
ZZ

V
V

=
+
−

=      (2.14) 

同じように計算すると，電流反射係数は )0()0( VI SS −= となる。 

ここで、次のことがわかる。 
・無反射になる条件は， cL ZZ = である。このような負荷を整合負荷(matched load)と呼ぶ。 
・負荷端から距離 y の位置にある任意の点 y において，入射電圧 y

ieV γ と反射電圧 y
reV γ− の比を

考えると，この点における(電圧)反射係数は次の式で与えられる。 

y
y

i

y
r eS
eV
eVyS γ
γ

γ
2)0()( −

−

==     (2.15) 

・この点において電圧 )(yV と電流 )(yI の比をとり，負荷を見込むインピーダンス )(yZ を定

義する。 

yZZ
yZZZ

yS
ySZyZ

Lc

cL
cc γ

γ
tanh
tanh

)(1
)(1)(

+
+

=
−
+

=    (2.16) 

特に無損失伝送線路(loss-less transmission line)の場合， yjy βγ tantanh = となるので，

負荷を見込むインピーダンスは次のように表される。 

yjZR
yjRZRyZ

Lc

cL
c β

β
tan
tan)(

+
+

=     (2.17) 

また，線路の特性インピーダンスで規格化(normalize)すれば，負荷インピーダンス Lz ，

負荷端における反射係数 )0(S ，負荷を見込むインピーダンス )(yz は，それぞれ次のよう

に表される。 

c

L
L Z

Zz =       (2.18.a) 

1
1)0(

+
−

=
L

L

z
zS       (2.18.b) 

yz
yzyz

L

L

γ
γ

tanh1
tanh)(

+
+

=      (2.18.c) 

 
2.3 定在波分布 

無損失伝送線路で考える。伝送線路上の位置 y における電圧，電流は，それぞれ次の式で表さ

れる。 

( )yjyj
i eSeVyV ββ 2)0(1)( −+=     (2.19.a) 

( )yj

c

yj
i eS
R
eVyI β

β
2)0(1)( −−=     (2.19.b) 

ここで，次のことがわかる。 
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(a) )0(S は負荷インピーダンスと線路の特性インピーダンスで決まる。 
(b) 複素平面上で， )0(S− は )0(S を原点中心に 180゜回転した位置にある。 
(c) yjeS β2)0( − は，複素平面上で )0(S を原点中心に角度 yβ2− だけ回転させた位置にある。 
(d) 点(－1,0)と yjeS β2)0( − , yjeS β2)0( −− を結ぶベクトル A，B がそれぞれ電圧，電流に対応する。 

yjyj eSeSA ββ 22 )0(1)1()0( −− +=−−=    (2.20.a) 
yjeSB β2)0(1 −−=      (2.20.b) 

(e) 位置 y が変化すると， yjeS β2)0( −± は半径 )0(S の円に沿って，円周上を移動する。 

例えば， yjeS β2)0( − が実軸上正の位置にあるとき， yjeS β2)0( −− は負の実軸上( A は最大で B
は最小)にある。 
また， IVZin /= は位置によって，周期(period) πβ 22 =y  ( 2// λβπ ==y )で変化し， )(yV ，

)(yI は定在波(standing wave)となる。 
(f) 次のように定在波分布の極大，極小の比（定在波比(standing wave ratio)）を考える。 

)0(1
)0(1

)(
)(

min

max

S
S

yV
yV

−
+

==ρ     (2.21) 

・ )(yV が最大のとき，A，B ともに実軸上に位置する。 

→ A と B のなす角度（電圧と電流の位相差）が 0 となる。 
→ この位置 y から負荷側を見込む入力インピーダンスは純抵抗となる。 

ρccin R
S
S

R
I

V
RZ =

−
+

===
)0(1
)0(1

min

max
max   (2.22) 

・ )(yV が最小のとき，同様に入力インピーダンスは次式で与えられる。 

ρ
1

max

min
min cin R

I
V

RZ ===      (2.23) 

(g) 特別な場合として： 
(i) 0=LZ （終端短絡(short terminated)）の場合， 1)0( −=S であり，λ/2 周期で 0=V ， 0≠I  

( 0=inZ )となる。また，この点からλ/4 だけ離れた点では， 0≠V ， 0=I であるから ∞=inZ ， 

すなわち開放(open)となる。 
(ii) ∞=LZ （終端開放(open terminated)）の場合， 1)0( =S であり， 2/λ 周期で 0≠V ， 0=I  

( ∞=inZ )となる。また，この点からλ/4 だけ離れた点では， 0=inZ ，すなわち短絡(short)

となる。 
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2.4 同軸線路 
外直径(outer radius)が a2 の導体と内直径(inner radius)が b2 の 2 つ

の導体が同軸状(coaxial)に配置された伝送線路を同軸線路(coaxial line)
という。 
この線路を伝搬する電磁界は，時間変化があるにもかかわらず，TEM

モード(Transverse Electromagnetic mode)で伝搬する場合，次のよう

にして静電界(static electric field)で考えることができる。 
z

t eyx γ−= ),(EE       (2.24.a) 

z
t eyx γ−= ),(HH       (2.24.b) 

kk γ−∇=
∂
∂

+∇=∇ tt z
     (2.25) 

マクスウェルの方程式 HE ωµj−=×∇  より， 
z

t
z

tt eje γγ ωµγ −− −=×−∇ HEk)(   (t 成分のみ)  (2.26) 

したがって， 

0=×∇ tt E       (2.27.a) 

tt j HEk ωµγ −=×−      (2.27.b) 

同様に， EH ωεj=×∇  より， 

0=×∇ tt H       (2.28.a) 

tt j EHk ωεγ =×−      (2.28.b) 

以上より，次のように伝搬定数γ が決定される。 

tt EEkk εµωγγ 2)( −=××−     (2.29) 

εµωγ 22 −=∴  

【重要】この関係式は，TEMモードが伝搬すれば導体の形状には無関係に成り立つことに注意。 
 
特性インピーダンスを求めるには， tE ， tH を知る必要がある。 0=×∇ tt E から， tE はスカ

ラー関数φeを用いて次のように表される。 

ett φ−∇=E       (2.30) 

このとき， 0=Ediv より 02 =∇ etφ が成り立つ。すなわち，φe は二次元静電ポテンシャルと同じ

方程式の解である。 
また，式(2.27.b)から， tH と tE の間には次の関係が成り立つ。 

ωµ
γ

j
t

t
EkH ×

=       (2.31) 

したがって， 
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( )tttt

ttt

-
jωω
γ

divdiv

EkkE

EkHH

×∇⋅×∇⋅=









×⋅∇==

    

jωµ
γ

 

0    =×∇⋅= ttjωω
-γ Ek    (2.32) 

であるから， 0=Hdiv も満足する。 
したがって， 02 =∇ etφ なる静電モデルから tE 及び tH が求められる。 

  →静電モデルでは，導体の形状によって電磁界E ，Hが定まる。 
    →これによって，C 及び L が定まり，特性インピーダンスが求まる。 
例として，内導体の外直径が a2 ，外導体の内直径が b2 なる同軸線路の特性インピーダンスを

求める。ただし，導体間の媒質の誘電率(permittivity)，透磁率(permeability)は，それぞれε ，

µ とする。 
軸対称性を考慮して，内導体に z 方向単位長さあたり ]/[ mCq の一様電荷分布を考える。この

とき，内外導体間に作られる電界は次のように求まる（静電界のガウスの法則(Gauss’ law)）。 

lqlrdEr ×=×∫ qε
π2

0
 

qrEr =πε2  

r
qEr πε2

=       (2.33) 

これから内外導体間の電位差を求めると，次のようになる。 

a
bqdr

r
qdrEV

b

a

b

a r ln
22 πεπε

=== ∫∫     (2.34) 

したがって，単位長さあたりの静電容量C は次のように定まる。 

a
bV

qC
ln

2πε
==       (2.35) 

また，内導体に z 方向に流れる電流 I を考えると，この周りにできる磁界の大きさは次のよう

に求まる。 

IrdH =∫ q
π

q

2

0
 

r
IH
πq 2

=       (2.36) 

この磁界によって内外導体間に蓄えられる磁気エネルギーは，次のように計算される。 

a
bIdr

r
IrdrHW

b

a

b

am ln
4

1
4

2
2
1 22

2

π
µ

π
µπµ q === ∫∫   (2.37) 

したがって，次の関係式から単位長さ当たりのインダクタンス(inductance)が求まる。 

2

2
1 LIWm =  
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a
b

I
WL m ln

2
2

2 π
µ

==      (2.38) 

式(2.35)，(2.38)から，同軸線路の特性インピーダンスは次のように求まる。 

a
b

a
b

a
b

C
LZc ln

2
1

ln

2

ln
2

ε
µ

ππε
π
µ

===    (2.39) 
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 [付録 A]  スミスチャート 
図表を使って LZ から直接 )(yZ を求める。 

(1) Z と S の対応 

jVU
jxr
jxr

z
zS +=

++
+−

=
+
−

=
)1(
)1(

1
1     (A.1) 

(i) x を消去すると， r =一定の軌跡として次式が得られる。 
2

2
2

1
1

1








+
=+








+
−

r
V

r
rU     (A.2) 

これは，点(1,0)を通り，中心 )0  ),1/(( +rr ，半径 )1/(1 +r の円群を表す。 

 
(ii) r を消去すると， x =一定の軌跡(locus)として次式が得られる。 

( )
22

2 111 





=






 −+−

xx
VU     (A.3) 

これは，点(1,0)を通り，中心 )/1  ,1( x ，半径 x/1 の円（但し r≤0 ）を表す。 

 
以上の(i)及び(ii)を同一平面 U-V 上に描く（スミスチャート(smith chart)）。 

→ jxr + と jVUS += は一対一に対応。 

 
(2) 観測点における反射係数 yjeS β2)0( −  

jxr + で決まる点 )0(S を，原点を中心に半径 )0(S の円に沿って )/2(22 λπβ yy −=− だけ回転

させる。回転させた点の xjr ′+′ を読み取れば，その点から負荷を見込む規格化入力インピーダ

ンス(normalized input impedance)が求まる。 
 


