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1 インフィージブル内点法

1.1 パス追跡法

m と n を正の整数とし，m× n 行列 A，m 次元ベクトル b，n 次元ベクトル c に対して，標

準形の線形計画問題
最小化 cTx
制約条件 Ax = b, x ≥ 0

(1)

とその双対問題
最大化 bTy

制約条件 ATy + z = c, z ≥ 0
(2)

を扱う．このとき主双対問題は，条件

Ax = b

ATy + z = c
Xz = 0
x ≥ 0, z ≥ 0

(3)

を満たす変数ベクトル (x,y, z) を求める問題である．ここで，X = diag(x) は，ベクトル

e = (1, 1, · · · , 1)T に対して，Xe = x を満たす対角行列である．この主双対問題の任意の解を

(x∗,y∗, z∗) とすれば，x∗ は線形計画問題 (1)の解であり，(y∗, z∗) はその双対問題 (2)の解であ

る．主双対問題の解析的中心は，パラメータを µ > 0とするとき，方程式系

Ax = b

ATy + z = c
Xz = µe
x ≥ 0, z ≥ 0

(4)

の解である．主双対問題 (3)に実行可能内点が存在すれば，任意の µ > 0 に対して解析的中心が

存在する．それを (x(µ),y(µ), z(µ)) とすれば，解析的中心の集合

P1 = {(x(µ),y(µ), z(µ)) : µ > 0} (5)

は，なめらかなパスとなる．µ → 0 のとき，パス上の点 (x(µ),y(µ), z(µ)) は，最適解集合上の一

点 (x∗,y∗, z∗) に収束し，この x∗ は問題 (1)の解である．したがって，十分小さな µ > 0 に対し

て，解析的中心の近似点を求めることにより，線形計画問題 (1)を解くことができる．

条件 x > 0 と z > 0 を満たすとき，(x,y,z) を内点という．初期内点を (x0,y0, z0) とす

る．インフィージブル内点法の最大の特徴は，この初期点として任意の (実行不能な) 内点を選

ぶことができることである．第 k 反復目の内点 (xk,yk, zk) が得られていると仮定し，次の内点
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(xk+1,yk+1,zk+1) の求め方を示す．パラメータ µ > 0 の値を定め，現在の点 (xk,yk, zk) にお

いて，解析的中心を定義する方程式系 (4) にニュートン法を適用したときに計算されるニュート

ン方向を (∆x,∆y,∆z) とする．一般に，方程式系 f(u) = 0 に対する点 ū でのニュートン方向

∆u は，線形方程式系 ∇f(ū)∆u = −f(ū)の解である．したがって，方向 (∆x,∆y,∆z)は線形

方程式系

A∆x = −(Axk − b)

AT∆y +∆z = −(ATyk + zk − c)
Zk∆x+Xk∆z = µe−Xkz

k

(6)

の解である．この方程式系を解くことにより，ニュートン方向 (∆x,∆y,∆z)は，順に

∆y = −(AZ−1
k XkA

T )−1(AZ−1
k (µe−Xkz

k)

+(Axk − b) +AZ−1
k Xk(A

Tyk + zk − c))

∆z = −AT∆y − (ATyk + zk − c)
∆x = −Z−1

k Xk∆z + µZ−1
k e− xk

(7)

と計算できる．現在の点からその方向に，主問題と双対問題の変数に関して別々のステップサイズ

進み，次の点  xk+1

yk+1

zk+1

 =

 xk + αP∆x
yk + αD∆y
zk + αD∆z

 (8)

を求める．以上の議論をまとめれば，次のようになる．

アルゴリズム 1.1 実行不能な初期内点を使う主双対パス追跡法は，次のステップから成る．

ステップ 0 初期内点を (x0,y0, z0) とし，k = 0 とする．

ステップ 1 内点 (xk,yk, zk) において，パラメータ µ の値を定めて，方程式系 (6) の解

(∆x,∆y,∆z) を式 (7)により計算する．

ステップ 2 ステップサイズ αP > 0 と αD > 0を定めて，次の点 (xk+1,yk+1, zk+1)を (8)によ

り求める．k を 1 増加して，ステップ 1へ行く．

ここで，反復ごとのパラメータ µ とステップサイズ αP と αD の決め方を変えることにより，

様々なアルゴリズムを作ることができる．

1.2 Lustig et al. のアルゴリズム

Lustig et al.が提案したインフィージブル内点法では，簡単な方法によりパラメータ µ の値と

ステップサイズ αP と αD を決めている．まず，二つの定数 γ ∈ (0, 1) と λ ∈ (0, 1) を用意する．

Lustig et al.は，γ = 1/n あるいは γ = 1/
√
n とし，λ として 1 に近い値 (0.99など)を使ってい

る．第 k 反復目の点を (xk,yk, zk) とするとき，パラメータ値を

µ = γ
(xk)Tzk

n
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とする．この µ に対して，探索方向 (∆x,∆y,∆z) を式 (7) により計算する．次の点

(xk+1,yk+1,zk+1)も内点であるためには，ステップサイズをそれぞれ

α̂P = max{α : xk + α∆x ≥ 0}
α̂D = max{α : zk + α∆z ≥ 0}

より小さくする必要がある．そこで，定数 λ ∈ (0, 1) を使い，

αP = λα̂P , αD = λα̂D

とすることにより，内点が得られる．λ の値が大きいほど長いステップを進むことができるが，1

に近いと領域 {(x,y, z) : x ≥ 0, z ≥ 0} の境界に近づくので次回以降のステップサイズが短くな
る可能性がある．∆x ≥ 0 または ∆z ≥ 0 のときには，α̂P または α̂D が無限大となる．このよ

うな場合にもアルゴリズムが実行できるように，αP と αD の上界を設定する必要がある．また，

主問題の探索方向∆xが目的関数の増加方向である場合には，ステップサイズ αP をあまり大きく

(1以上に)しないほうがよい．双対問題の探索方向 (∆y,∆z)が目的関数の減少方向である場合に

も，同様である．

注意 1.2 主双対内点法では，ほとんどのアルゴリズムの各反復で双対ギャップが減少するが，主

問題の目的関数が増加する，あるいは双対問題の目的関数が減少することがある．

1.3 インフィージブル中心パス

前節までに解説したアルゴリズムは，(5)で定義された中心パス P1 を追跡する．インフィージ

ブル内点法では，P1 と異なるパス P2 を使う場合もある．パス P1 は，実行可能領域の内点から

成るので，主双対問題に実行可能内点が存在しない場合には，存在しない．また，初期点はこのパ

スから大きく離れていることもありうる．一方，パス P2 は，初期点の近くを通り，主双対問題に

解が存在する場合には最適解に近づき，解が存在しない場合には非有界である．

線形計画問題 (1)，x0 > 0と z0 > 0を満たす初期内点 (x0,y0, z0)，パラメータ θ ∈ [0, 1]に対

して，人工的な線形計画問題

最小化 (c+ θ(ATy0 + z0 − c))Tx
制約条件 Ax = b+ θ(Ax0 − b)

x ≥ 0

とその双対問題

最小化 (b+ θ(Ax0 − b))Ty

制約条件 ATy + z = c+ θ(ATy0 + z0 − c)
z ≥ 0

および主双対問題
Ax = b+ θ(Ax0 − b),

ATy + z = c+ θ(ATy0 + z0 − c),
Xz = 0,
x ≥ 0, z ≥ 0

(9)
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を考える．この問題は，θ = 0のときに元の主双対問題 (3)と一致し，θ = 1のとき実行可能内点

(x0,y0,z0) をもつ．θ を固定するとき，問題 (9) に実行可能な内点が存在すれば，µ > 0 に対し

て，問題
Ax = b+ θ(Ax0 − b),

ATy + z = c+ θ(ATy0 + z0 − c),
Xz = µe,
x ≥ 0, z ≥ 0

(10)

の解が存在し，それは主双対問題 (9) の解析的中心である．初期点 (x0,y0, z0) に対して，µ0 =

(x0)Tz0/nとするとき，その初期点が θ = 1，µ = µ0 のときの解析的中心の近似解となっている

とする．µ = θµ0 として，θ を動かしたときの解析的中心の集合

P2 = {(x,y, z)|Ax = b+ θ(Ax0 − b),ATy + z = c+ θ(ATy0 + z0 − c),

Xz = θµ0e, θ > 0,x > 0, z > 0}

を定義すれば，それはパスとなり，θ = 1のときに初期点と近く，θ → 0のときに元の主双対問題

の最適解（もし存在するならば）に近づく．したがって，初期点からこのパスを近似する点列を生

成し，θ → 0とすることにより，主双対問題を解くことができると考えられる．また，元の主双対

問題が実行不能な場合には，主双対問題 (9)が実行可能となるような θ に正の下限 θl > 0が存在

する．そして，θ → θl のとき，P2 上の点が発散する．したがって，パス P2 を追跡する点列を生

成したときに，θ が 0に近づく前に点列が発散するようであれば，主双対問題が実行不能であると

いえる．
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