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多様体の境界について

補題 1.3　ある α ∈ A に対し p ∈ Uα かつ φα(p) ∈ Rn−1 ならば, p ∈ Uβ である
ような任意の β ∈ A に対し φβ(p) ∈ Rn−1 である.

証明　 p ∈ Uα ∩ Uβ であるような α, β ∈ A に対して, φα(p) ∈ Rn−1 かつ φβ(p) ∈
Int Rn

+ = Rn
+ − Rn−1 となったと仮定しよう. (以下, Dα := φα(Uα ∩ Uβ), Dβ :=

φβ(Uα ∩ Uβ) とおく.)

(1.2) より, φα(p) の Rn における開近傍Wα (ただし, Wα ∩ Rn
+ ⊂ Dα) と C∞ 級

写像 ψ : Wα → Rn が存在し,

(⋆) ψ|Dα∩Wα = (φβ ◦ φ−1
α )|Dα∩Wα 　

をみたす. 特に ψ は C1 級であるので, 点 φα(p) における Jacobi 行列 J(ψ)(φα(p))

は ψ の取り方にはよらない. また φβ(p) ∈ Int Rn
+ なので, J(φα ◦ φ−1

β )(φβ(p)) を考
えることができる. これらの Jacobi 行列に関して

J(φα ◦ φ−1
β )(φβ(p)) · J(ψ)(φα(p)) = J(φα ◦ φ−1

β ◦ ψ)(φα(p)) = J(id)(φα(p)) = E

となることが (⋆) からわかるので, J(ψ)(φα(p)) は正則である.

すると, 逆関数定理より φα(p) の Rn における開近傍W (ただし, W ⊂ Wα) と
φβ(p) の Rn における開近傍 W ′ (ただし, W ′ ⊂ Dβ ∩ Int Rn

+) が存在して, ψ : W →
W ′ が C∞ 級微分同相写像となる. また, 多様体の定義から (φα ◦φ−1

β )|Dβ
: Dβ → Dα

は同相写像であるから, W ′′ := (φα ◦φ−1
β )(W ′) ⊂ Dα とおくと (φα ◦φ−1

β )|W ′ : W ′ →
W ′′ も同相写像である. 写像の合成

ρ := (φα ◦ φ−1
β )|W ′ ◦ ψ : W → W ′ → W ′′

を考えれば, これも同相写像である.

さて φα(p) ∈ W ∩ Rn−1 なので, φα(p) に収束する W − Dα の点列 {an}∞n=1 が
存在する. ρ が同相写像であるから, {ρ(an)}∞n=1 は ρ(φα(p)) = φα(p) に収束する
W ′′ の点列である. 一方, (⋆) より ρ|Dα∩W = idDα∩W であるから, {ρ(an)}∞n=1 は
W ′′ − (Dα ∩W ) の点列でなければならない. Dα ∩W は Dα における φα(p) の開近
傍であるから, {ρ(an)}∞n=1 は φα(p) には収束しない. これは矛盾である. 以上で補
題が証明された. □


