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定理 2.2.1の前半の証明

4月 28日 (火)の講義で解説した定理 2.2.1の前半の証明をまとめておきます.

定理 2.2.1　 (1) 任意の行列Aは行基本変形をくり返すことにより簡約な行列B

に変形できる (簡約化できる). (2) BはAに対してただ 1通りに定まる.

以下では, (1)の証明を行う. (2)は定理 4.3.5で証明される.

(1)の証明　 A = [aij]を m × n行列とする. Aを列ベクトルに分割して A =

[a1 · · · an]と表す. n個のm次列ベクトルb1, . . . ,bnを次のように帰納的に定義する.

(I) (i) a1 = oならば, b1 = oとおく. (ii) a1 ̸= oならば, ai1 ̸= 0であるような
i (1 ≦ i ≦ m)を 1つ選び, 第 i行を 1/ai1倍する. 次に, 第 k行 (k ̸= i)に第 i行の
−ak1倍を加え, 第 i行と第 1行を入れ替える. 以上の行基本変形を行った後の行列を
A1 = [a

(1)
1 · · · a(1)

n ]とし, b1 = a
(1)
1 (= e1)とおく. (i), (ii)いずれの場合も b1は簡約な

行列である.

(II) Aに行基本変形をくり返してA → A1 → · · · → Aℓ が得られたとし, Aj を列
ベクトルに分割してAj = [a

(j)
1 · · · a(j)

n ] (1 ≦ j ≦ ℓ)と表す. 次のÊ, Ë, Ìを仮定する.

Ê a
(j)
j = a

(j+1)
j = · · · = a

(ℓ)
j (1 ≦ j ≦ ℓ).

Ë bj = a
(j)
j (1 ≦ j ≦ ℓ)とおくとき, Bℓ = [b1 · · ·bℓ]は簡約な行列である.

Ì Bℓは第 1行から第 r行までが oでなく, 第 r+1行から第m行までが oである.

(i) a
(ℓ)
ℓ+1の第 r + 1成分から第m成分までが 0ならば, Aℓ+1 = Aℓとし, bℓ+1 = a

(ℓ)
ℓ+1

とする. (ii) a
(ℓ)
ℓ+1 の第 i成分 a

(ℓ)
i ℓ+1 (r + 1 ≦ i ≦ m) が 0でないとする. 第 i行を

1/a
(ℓ)
i ℓ+1倍し, 第 k行 (k ̸= i)に第 i行の−a

(ℓ)
k ℓ+1倍を加え, 第 i行と第 r + 1行を入れ

替える. 以上の行基本変形を Aℓに行った後の行列を Aℓ+1 = [a
(ℓ+1)
1 · · · a(ℓ+1)

n ]とし,

bℓ+1 = a
(ℓ+1)
ℓ+1 (= er+1)とする. (i), (ii)いずれの場合も a

(ℓ)
j = a

(ℓ+1)
j (1 ≦ j ≦ ℓ) であ

り, Bℓ+1 = [b1 · · ·bℓ+1]は簡約な行列である.

(I), (II)よりB = Bnが定まる. Bは簡約な行列である. □

コメント　上の証明は抽象的でそのままではわかりにくいので, 行列の図を描い
て議論を追いかけてみるとよいと思います. ⋄


