
平面応力問題 

 
弾塑性力学 
P.ティラポン 

第6回：2014/6/26 

1 



2

2
2 3 4 5

2

2

2

x x x x x

z z z z z

xz xz xz xz xz

F
z
F

x
F

x z

σ σ σ σ σ
σ σ σ σ σ
τ τ τ τ τ

 ∂
 ∂          
∂          = = + + +           ∂           

          ∂
− ∂ ∂ 

片持ちはりにおける応力・ひずみ 

2 

2 3 4 5( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F x z F x z F x z F x z F x z= + + +

5次の多項式によるアエリーの応力関数 P 

h 

1 l 

h/2 

h/2 
x 

z 
P 

Pl 

xzτ
xσ

zσ

境界における応力条件 

2

2
0 0, 0

h

x xzh
x dz Pσ τ

−
= ⇒ = + =∫

2

2
0

h

xzh
x l dz Pτ

−
= ⇒ + =∫

弱
形

式
 2

2
0

h

xh
zdz Plσ

−
+ =∫

弱形式 強形式 

2 0, 0z xzz h σ τ= − ⇒ = =

2 0, 0z xzz h σ τ= ⇒ = =

強
形

式
 

定数の未知数 (15個) 

応力成分 

a2, b2, c2, a3, b3, c3, d3, a4, b4, c4, d4, a5, b5, c5, d5 

P 

xσ
xzτ

Pl 

xσ

P 

xzτ

zσ
xzτ

xzτ

表面応力
の条件 

つり合い
の条件 

0
0

x

x

dzσ
σ

=
∴ =

0, 0
0, 0

z xz

z xz

dx dxσ τ
σ τ

= =
∴ = =



3 

2
2

4
3( , )
4
hF x z d xz z

 
= − 

 

( )( )

4

4

6
0

3 2 2
4

x

z

xz

d xz

d z h z h

σ
σ
τ

 
  
   =   

   
   − − +

 

2 2

3 3 3 3

4 4 4

5 5 5 5

0
0

0
0

a c
a b c d
a b c
a b c d

= =
= = = =
= = =
= = = =

2

2 4
3
4
hb d= −

弱形式 

4 3

2Pd
h

= −

( )

( )

2

2

2

2

2

2

0, 0

, 0

0

h

xzh

h

xzh

h

xh

z dz P

l z dz P

zdz Pl

τ

τ

σ

−

−

−

+ = 
+ = 

+ = 

∫

∫

∫

どちらも 

強形式 

( )2 2

3

3 4
( , )

2
Pxz h z

F x z
h
−

=

線形代数による解 
連立式 

エアリーの応力関数 



E x

54

3

3

2

2

1
1

1

000
  1

  1

  1

  2

  2

  3

  3   4   5

E z

1.5

1

1

0.5
0.5

0.5

000

  0.5
  0.5

  0.5

  1

  1   1.5

E xz

  0.9  0.9  0.9

  0.9  0.9  0.9

  1  1  1

  1  1  1

  1.1  1.1  1.1

  1.1  1.1  1.1

  1.2  1.2  1.2

  1.2  1.2  1.2

  1.3  1.3  1.3

  1.3  1.3  1.3

  1.4  1.4  1.4

  1.4  1.4  1.4

  1.5  1.5  1.5

  1.5  1.5  1.5

  1.6  1.6  1.6

  1.6  1.6  1.6

  1.7  1.7  1.7

  1.7  1.7  1.7

  1.8  1.8  1.8

  1.8  1.8  1.8

  1.9  1.9  1.9

  1.9  1.9  1.9

4 

2

2
3

2

2
2

2 2
3

12

0

6
2

x

z

xz

F
P xzz

hF
x

P hF z
hx z

σ
σ
τ

 ∂  
   −∂    
∂    = =     ∂            ∂ − −  −      ∂ ∂    

( )

1 0
1 1 0

0 0 2 1

ε ν σ
ε ν σ
γ ν τ

−    
    = −    
    +    

x x

z z

xz xz

E

平面応力条件下のひずみ成分 応力成分の解析解 

S x

54

3

3

2

2

1
1

1

000
  1

  1

  1

  2

  2

  3

  3   4   5

S z

S xz

  0.35  0.35  0.35

  0.35  0.35  0.35

  0.4  0.4  0.4

  0.4  0.4  0.4

  0.45  0.45  0.45

  0.45  0.45  0.45

  0.5  0.5  0.5

  0.5  0.5  0.5

  0.55  0.55  0.55

  0.55  0.55  0.55

  0.6  0.6  0.6

  0.6  0.6  0.6

  0.65  0.65  0.65

  0.65  0.65  0.65

  0.7  0.7  0.7

  0.7  0.7  0.7

σx/P 

σz/P 

τxz/P 

Eεx/P 

Eεz/P 

Eγxz/P 

l/h=5/2, ν=1/3   

応力分布 ひずみ分布 



円孔をもつ無限平板の引っ張り問題 
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週方向応力σθθ/σxo(r=a) 

円孔をもつ無限平板の引っ張り問題による応力集中係数 
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宿題（2013年試験問題） 
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図２に示す単純ばりの上面( z=-h/2 )に等分布荷重wを

受けている。重調和関数を満たすエアリー応力関数を
決定するために，どのような応力の境界条件に求めら
れているのか，その強形式および弱形式を書けよ。 


	平面応力問題
	片持ちはりにおける応力・ひずみ
	スライド番号 3
	スライド番号 4
	円孔をもつ無限平板の引っ張り問題
	スライド番号 6
	スライド番号 7
	宿題（2013年試験問題）

