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第 3 章 ラプラス変換 
 
3-1.ラプラス変換の基礎 
3-1-1 ラプラス変換の定義 

フーリエ変換では、 ∞<<∞− t で定義された関数 )(tf に
tje ω−
をかけて ∞<<∞− t で積分していた。

±∞→t における )(tf の振る舞いによっては積分が収束しない場合もある( )(ωF が存在しない)。 

 これに対して、ラプラス変換では、区間 ∞<≤ t0 のみを考える。さらに、
tje ω−
の代わりに

( )tje ωσ +−
を

かけて ∞<≤ t0 で積分する。このとき、σ は積分が収束するように適当に選ぶことを許す。このように

して変換された関数をラプラス変換とよぶ(変換可能な関数の範囲がフーリエ変換に比べて広がった)。 
 

すなわち、 ∞<≤ t0 で定義された関数 )(tf が ∞→t で発散してフーリエ積分 dtetfF tj∫
∞

∞−

−= ωω )()(

が計算できない。これに対して、 tetftg σ−= )()( を考え、 ∞<≤ t0 以外では 0)( =tf として 

dteetfdtetgG tjttj ∫∫
∞ −−∞ − ==

00
)()()( ωσωω                                   (3.1) 

を計算する。σ を適当に選べば、この積分は存在し、 )(ωG を計算することができる。 

ωσ js += とおいて、あらためてラプラス変換・逆変換は次のように定義される。 
 
ラプラス変換： 

dtetfsF st∫
∞ −=

0
)()(                                                                      (3.2) 

ラプラス逆変換： 

dsesFtf
j

j

st∫
∞+

∞−
=

σ

σ
)()(                                                                    (3.3) 

 
3-1-2 ラプラス変換の性質 

関数 )(tf をラプラス変換して )(sF を求めることを、 [ ])()( tfsF L= と書くことにする。ラプラス変換

では次の関係(性質)が成り立つ。 
(1)線形性 

[ ] [ ] [ ])()()()( 2121 tftftftf LLL βαβα +=+                                         (3.4) 

(2)原関数の移動 

[ ] ( ) [ ])(exp)( tfstf LL tt −=−   ( 0>t )                                           (3.5) 
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(3)像関数の移動 

( )[ ] )()(exp asFtfat +=−L                                                             (3.6) 

(4)時間軸の拡大 

[ ] 





=

A
sF

A
Atf 1)(L                 ( 0>A )                                           (3.7) 

(5)時間微分 

[ ] [ ] )0()()(' ftfstf −= LL  

[ ] [ ] ( ))0(')0()()(" 2 fsftfstf +−= LL  

[ ] [ ] ( ))0()0()0(")0(')0()()( )1()2(321)( −−−−− ++++−= nnnnnnn fsffsfsfstfstf 3LL      (3.8) 

(6)畳み込み関数のラプラス変換 

ttt dtffff ∫
∞

∞−
−= )()(* 2121 に対して、 ][][][ 2121 ffff LLL =∗            (3.9) 
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3-2.ラプラス変換の応用 
3-2-1 定係数微分方程式の解法 

(1)解法の流れ 
定係数線形微分方程式を考える。 

)()(011

1

1 tftya
dt
da

dt
da

dt
d

n

n

nn

n

=++++ −

−

− y(t)y(t)y(t) 3       ( 0≥t )                  (3.10) 

において、 [ ])()( tysY L= 、 [ ])()( tfsF L= とする。 
式(3.10)の両辺をラプラス変換すると、次の式を得る。 

( )
( )( )

( ) )()()0()(
)0()0()0(")0(')0()(

)0()0()0(")0(')0()(

01

)2()3(4321
1

)1()2(321

sFsYayssYa
ysyysysyssYsa

ysyysysyssYs
nnnnnn

n

nnnnnn

=+−+
++++−+

++++−
−−−−−−

−

−−−−−

3

3

3

 

これを整理すると、 

( ) ( ) )0()0(')0()(
)()()()()(

)1(
2

3
1

2
1

2
1

1
01

2
2

1
1

−−
−

−−
−

−

−
−

−
−

++++++++++=

+++++
nn

n
nn

n
n

n
n

n
n

n

yasasyasasysF
sYassYasYsasYsasYs

333

3
 

であるから、 01
2

2
1

1)( asasasassA n
n

n
n

n +++++= −
−

−
− 3 とおくと、 

)0(
)(

1)0('
)(

)0(
)()(

)()( )1(2
3

1
2

1
2

1
1

−
−

−
−−

−
−

++
+++

+
+++

+= n
n

n
nn

n
n

y
sA

y
sA

asasy
sA

asas
sA
sFsY 3

33   (3.11) 

この )(sY をラプラス逆変換することによって )(ty を求めることができる。なお、初期値は既に取り込

まれていることに注意されたし。 

(2) 部分分数展開と逆変換 

)(
)()(

sA
sBsY = が既約分数であるとすると、 )(sY は次のように部分分数に展開することができる。 

(i) 0)( =sA の根 nsss ,,, 21 3 が全て単根の場合 

n

n

ssssss
sY

−
++

−
+

−
=

ααα
3

2

2

1

1)(                                                                (3.12) 

と部分分数に分解することができる。係数は次のようにして求めることができる。 

( ) ( ) ii
n

n
i ss

ssssss
sYss α

ααα
+−








−

++
−

+
−

=− 3
2

2

1

1)(  

であるから、この式で iss = とおけば、 
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( )
issii sYss

=
−= )(α                                                                                        (3.13) 

このとき、式(3.12)の各項はラプラス変換の性質を用いて次のように逆変換することができる。 

ts
n

tsts neeety ααα +++= 321
21)(                                                                   (3.14) 

(ii) 0)( =sA の根のうち、 1s が l 重根の場合 

( ) ( ) ln

ln
l

l

ssssssssss
sY

−

−

−
++

−
+









−
++

−
+

−
=

ααααα
33

2

2

1

,1
2

1

2,1

1

1,1)(                  (3.15) 

と部分分数に分解できる。 
・ ln−ααα ,,, 32 3 は単根であるから次のようにして求まる。 

( )
issii sYss

=
−= )(α                                                                                        (3.16) 

・ l,12,11,1 ,,, ααα 3 は次のようにして求まる。 

( ) ( )
1

 
1,1 )(

! 
1

ss

l
il

il

i sssY
ds
d

il =−

−

−
−

=α                                                               (3.17) 

[説明] 
式(3.15)より 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )








−
++

−
−+++−+−+−=−

−

−−−−

ln

lnl
li

illll

ssss
sssssssssssY αααααα 333

2

2
1,1,112,1

2
11,1

1
1

 
1)(  (3.18) 

であるので、 l,1α は ( )
1

 
1,1 )(

ss

l
l sssY

=
−=α で求まる。すなわち、式(3.17)が成り立つ。 

il > なる i に対して、式(3.18)を il − 回微分する。 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 







−

++
−

−+−++−−−=−
−

−
−

−
−

−

−

lm

lml
il

il

i
il

il

il

ssss
ss

ds
dilssillsssY

ds
d αααα 333

2

2
1,11,1

1
11 ! 21)(  

ここで、 ( ) 







−

++
−

−
−

−
−

−

lm

lml
il

il

ssss
ss

ds
d αα

3
2

2
1 を計算すると、( )1ss − なる因子が残るので、 1ss = とおけ

ば、 ( ) ( ) i
ss

l
il

il

ilsssY
ds
d

,11 !  )(
1

α−=−
=

−

−

となる。すなわち、式(3.17)が成り立つ。 

 

式(3.15)で、
( ) ( )n

at
n

as
e

n
t

−
=








−

− 1
!1

1

L を用いて、項別にラプラス逆変換することによって、 )(ty が求まる。 
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(3)微分方程式解法の例 

(a) ky
dt
dy

=  初期条件は ay =)0(  

0)()( =−− skYassY より
ks

asY
−

=)(  

これをラプラス逆変換して、
ktaey =  

 

(b) tey
dt
dy −=+ 2   初期条件は 1)0( =y  

1
1)(21)(
+

=+−
s

sYssY より
1

1)(
+

=
s

sY  

これをラプラス逆変換して、
tey −=  

 

(c) ty
dt

yd sin42

2

=+  

関数 )(ty のラプラス変換を )(sY 、 0=t における関数とその 1 階微分をそれぞれ )0(y 、 )0('y とす

ると、 

)0(')0()(2
2

2

ysysYs
dt

yd
−−=








L  

[ ]
1

1sin 2 +
=

s
tL  

であるから、微分方程式のラプラス変換は次のようになる。 

1
1)(4)0(')0()( 2

2

+
=+−−

s
sYysysYs  

この式を整理すると 

( )( ) 4
)0(')0(

41
1)( 222 +

+
+

++
=

s
ysy

ss
sY  

ここで、 ( )( )41
1

22 ++ ss
を部分分数に展開すると、次の式をえる。 

( )( ) 







+
−

+
=

++ 4
1

1
1

3
1

41
1

2222 ssss
 

t
s

ω
ω

ω sin22
1 =





+
−L 、 t

s
s ω
ω

cos22
1 =





+
−L であるから、ラプラス逆変換は次のように求めるこ

とができる。 
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2cos)0(2sin
3
1)0('

2
1sin

3
1        

2sin
2

)0('2cos)0(2sin
2
1sin

3
1)(

+





 −+=

++





 −=

 


