
となる．ここで，ȳTy = ∥y∥2はゼロでない実数であるので λ = λ̄ を得る．

注：y ∈ Cn，y = (a1 + ib1, a2 + ib2, . . . , an + ibn)
T の場合，∥y∥2 = yT ȳ = ȳTy =

n∑
k=1

(ak −

ibk)(ak + ibk) =
n∑

k=1

(a2k + b2k)となる．

(b) y,zを λ, µの相異なる固有値に対応する固有ベクトルとする．すなわち，

By = λy y ̸= 0, Bz̄ = µz̄, z ̸= 0.

このとき，
z̄TBy = z̄T (λy) = λz̄Ty,

z̄TBy = z̄TB∗y = µz̄Ty

となる．よって，
0 = z̄TBy − z̄TBy = (λ− µ)z̄Ty.

仮定より，λ ̸= µであるから，z̄Ty = 0を得る．

注：ベクトル空間Cnにおいて，y ∈ Cnとz ∈ Cnの内積はyT z̄ = z̄Ty =
n∑

k=1

(ayk+ibyk)(a
z
k−ibzk)

として定義される．

以上のことから異なる固有値に対する固有ベクトルは直交している．さらに，By = λyであれ
ば，両側を ∥y∥ =

√
yT ȳで割ることによって

B
y

∥y∥
= λ

y

∥y∥

ノルムが 1の固有ベクトル p =
y

∥y∥ を得ることができる．その他の部分は実対称行列の場合と
同じなので省略する．

11.1 Gersgorinの定理（弱い形）

定理：n次複素正方行列H = (hij)の任意の固有値 λは

Gk := {z ∈ C | |z − hkk| ≤ rk}, rk =

n∑
j=1, j ̸=k

|hkj |

で定義される，複素平面上の n個の円Gk (k = 1, 2, . . . , n)の和集合
n∪

k=1

Gkの中にある．

証明：H の固有値 λと対応する固有ベクトルを x ̸= 0としたとき，Hx = λxより，

n∑
j=1

hijxj = λxi (i = 1, 2, . . . , n)

となる．ここで k ∈ {1, 2, . . . , n}を |xk| = maxj |xj | ̸= 0とおくと，

n∑
j=1, j ̸=k

hkjxj + hkkxk = λxk
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になるので，

|λ− hkk| ≤
n∑

j=1, j ̸=k

|hkj |
|xj |
|xk|

≤
n∑

j=1, j ̸=k

|hkj | = rk

を得る．

例：

H =

(
−2 −i

i 5

)
の固有値は 3±

√
53

2 であり，r1 = 1, r2 = 1となるので，

G1 = {z ∈ C | |z + 2| ≤ 1}, G2 = {z ∈ C | |z − 5| ≤ 1}

のGersgorinの円が得られる．図 19を参照．

図 19: H に対するGersgorinの円．
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