
2.2 部分空間

定義： ベクトル空間 V の空でない部分集合W が，V における和とスカラー積の演算によっ
てベクトル空間になるとき，W を V の（ベクトル）部分空間という.

定理： ベクトル空間 V の空でない部分集合W が部分空間であるための必要十分条件は

(i) W ̸= ∅

(ii) ∀a, b ∈ W ⇒ a+ b ∈ W

(iii) ∀a ∈ W, ∀α ∈ R ⇒ αa ∈ W .

2.3 ベクトルの線形独立性と線形従属性

定義：a1,a2, . . . ,ak ∈ V が線形従属（もしくは一次従属）であるとは少なくとも１つ要素

が 0でない α1, α2, . . . , αk ∈ Rが存在し，
k∑

i=1

αiai = 0である.

定義： a1,a2, . . . ,ak ∈ V が 線形独立（もしくは一次独立）とは
k∑

i=1

αiai = 0 を満たす

α1, α2, . . . , αkはすべて 0である.

図 1: 3次元空間における線形独立なベクトル（左）と線形従属なベクトル（右）.

[問題 02-01] 以下の命題を証明せよ.

a1,a2, . . . ,am ∈ Rnが線形従属である
⇕

a1,a2, . . . ,amの少なくとも１つが残りのm− 1個のベクトルの線形結合として表される.
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2.4 内積

２つのベクトル a =


a1

a2
...

an

 ∈ Rnと b =


b1

b2
...

bn

 ∈ Rnの内積は

aTb =

n∑
i=1

aibi

として定義される.

一般的にあるベクトル空間 V において定義される内積は次のようになっている.

定義： 実数ベクトル空間 V において，（演算）実関数 ⟨·, ·⟩ : V × V → Rが定められていて
次の性質を満たす時，この関数を内積と呼ぶ.

∀a, b, c ∈ V , ∀α ∈ R,

(i) ⟨a, b⟩ = ⟨b,a⟩

(ii) ⟨a+ b, c⟩ = ⟨a, c⟩+ ⟨b, c⟩

(iii) ⟨αa, b⟩ = α⟨a, b⟩

(iv) ⟨a,a⟩ ≥ 0さらに ⟨a,a⟩ = 0 ⇔ a = 0.

２次元における例

定数ベクトル a =

(
a1

a2

)
と変数ベクトル x =

(
x1

x2

)

に対して，それらの内積 aTx = a1x1 + a2x2について，内積が 0となる等高線，内積が正となる領域，
内積が負となる領域を書くと図 2のようになる. またこの内積がある定数 cと等しくなる（変数の）
集合 {x ∈ R | aTx = a1x1 + a2x2 = c}は常に直線になることに注意せよ.

図 2: 内積 aTxによって定義される領域.
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a,x ∈ R2の内積 aTxは ∥a∥∥x∥ cos θと一致する. ただし ∥a∥, ∥x∥はベクトル a,xの長さ（ノル
ム）であり，θはベクトル aと xがなす角度である（図 3参照）.

図 3: ベクトル a,x ∈ R2間の内積とそれらがなす角度 θ.

今後，特に断らない限り，ノルムは上記で定義された内積から定義されたノルムのことを意味する.

つまり，∥a∥ :=
√
aTaである.

一般的にノルムの定義は次のようになる.

定義： 実数ベクトル空間 V において，実関数 ∥ · ∥ : V → Rが定められていて次の性質を
満たす時，この関数をノルムと呼ぶ.

∀a, b ∈ V , ∀α ∈ R,

(i) ∥a∥ ≥ 0

(ii) ∥a∥ = 0である必要十分条件は a = 0

(ii) ∥αa∥ = |α|∥a∥

(iv) ∥a+ b∥ ≤ ∥a∥+ ∥b∥.

[問題 02-02] a1,a2, . . . ,am ∈ Rnとする.

(i) a1,a2, . . . ,amが線形独立であることの定義を述べよ.

(ii) a1,a2, . . . ,amが条件

∥ai∥ ̸= 0 (i = 1, 2, . . . ,m) および (ai)
Taj = 0 (i ̸= j)

を満たせば，a1,a2, . . . ,amは線形独立であることを，(i)の線形独立の定義に基づい
て示せ.

2.5 n次元Euclid空間

Rnが n次元 Euclid空間とはRnが演算+，·において実ベクトル空間であり、さらに内積が定義さ
れていることを指す. つまり，代数的な性質と幾何学的な性質と位相的な性質を同時に持っている.
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