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積の行列式・転置の行列式

講義中に詳しい解説を与えなかった, 2つの正方行列の積の行列式と, 正方行列の
転置行列の行列式について解説する. 教科書 60～62ページにも解説があるが, より
丁寧な説明を行う.

Iをn次単位行列とし, Pi(c), Pij(c), Pijをn次基本行列とする (教科書 23ページ).

補題A　基本行列に対し, |Pi(c)| = c, |Pij(c)| = 1, |Pij| = −1が成り立つ.

証明　e1, e2, . . . , enをn次基本ベクトル (列ベクトル)とし,行ベクトル te1,
te2, . . . ,

ten

を考える. このとき, 定理 3.2(2)より
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となる. また, 定理 3.5より
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となる. さらに, 定理 3.3より

|Pij| =
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となる. �
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補題Aから次の補題Bが導かれる.

補題B　 P を n次基本行列, Aを n次正方行列とするとき, |PA| = |P ||A|が成り
立つ.

証明　 P がそれぞれ Pi(c), Pij(c), Pijに等しい場合に, |PA| = |P ||A|を確かめれば
よい. Aの第 i行を a′

iとする. 教科書 16ページの (1), 定理 3.2(2), 定理 3.5, 定理 3.3,

補題Aより

|Pi(c)A| =
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|Pij(c)A| =
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となる. �

さらに, 補題Bから補題 3.7が導かれる.
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補題 3.7　 P を n次正則行列, Aを n次正方行列とするとき, |PA| = |P ||A|が成り
立つ.

証明　定理 2.7より, 正則行列 P はいくつかの基本行列 P1, P2, . . . , Pr の積として
P = P1P2 · · ·Prと表される. 補題Bを繰り返し用いると

|PA| = |(P1P2 · · ·Pr)A| = |P1(P2 · · ·PrA)| = |P1||P2 · · ·PrA|
= · · · · · · = |P1||P2| · · · |Pr||A| · · · · · · (∗)

となる. 一方, (∗)にA = Iを代入すると |PI| = |P1||P2| · · · |Pr||I|となるが, PI = P

であり, |I| = 1であるから

|P | = |P1||P2| · · · |Pr| · · · · · · (∗∗)

となる. よって, (∗), (∗∗)から |PA| = |P ||A|となる. �

2つの正方行列の積の行列式について, 次の定理が成り立つ.

定理 3.8　A, Bを n次正方行列とするとき, |AB| = |A||B|が成り立つ.

証明　Aが正則行列である場合とそうでない場合に分けて考える.

Ê Aが正則行列であるとき: 補題 3.7にほかならない.

Ë Aが正則行列でないとき: 定理 2.2より, Aは, n次正則行列 P と n次階段行列C

によってA = PCと表される. Aが正則行列ではないので, 定理 2.6より rank A < n

である. すなわち, 階段行列Cの第 n行は零ベクトル oである. すると, 行列の積の
定義からCBの第 n行も oである. よって, 定理 3.4(1)より, |C| = 0かつ |CB| = 0

となる. このとき, 補題 3.7より

|AB| = |(P−1C)B| = |P−1(CB)| = |P−1||CB| = |P−1| · 0 = 0

となる. さらに, 補題 3.7より

|A| = |P−1C| = |P−1||C| = |P−1| · 0 = 0

となり, |A||B| = 0 · |B| = 0となる. ゆえに, |AB| = 0 = |A||B|である. �

注意　定理 3.8の証明のËの部分には「Aが正則行列でないならば, |A| = 0である」
という事実の証明が含まれている. �

以上が積の行列式に関する考察である. 次に, 転置の行列式について考える.

補題 3.10　 P を n次基本行列とするとき, |tP | = |P |が成り立つ.

証明　 P がそれぞれ Pi(c), Pij(c), Pij に等しい場合に, |tP | = |P |を確かめればよ
い. 基本行列の形から, tPi(c) = Pi(c),

tPij(c) = Pji(c),
tPij = Pij である. よって,
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|tPi(c)| = |Pi(c)|, |tPij| = |Pij|である. また, 補題 Aより |tPij(c)| = |Pji(c)| = 1 =

|Pij(c)|である. �

正方行列の転置行列の行列式について, 次の定理が成り立つ.

定理 3.11　Aを n次正方行列とするとき, |tA| = |A|が成り立つ.

証明　Aが正則行列である場合とそうでない場合に分けて考える.

Ê Aが正則行列であるとき: 定理 2.7より, Aはいくつかの基本行列P1, P2, . . . , Prの
積としてA = P1P2 · · ·Prと表される. このとき, 定理 1.1(4), 定理 3.8, 補題 3.10を
繰り返し用いると

|tA| = |t(P1P2 · · ·Pr)| = |tPr · · · tP2
tP1| = |tPr| · · · |tP2||tP1| = |Pr| · · · |P2||P1|

= |P1||P2| · · · |Pr| = |P1P2 · · ·Pr| = |A|

となる.

Ë Aが正則行列でないとき: 定理 1.2(3)より, tAも正則行列でない. よって, 定理
3.9 (もしくは, 上に述べた注意)より, |tA| = 0 = |A|となる. �

注意　定理 3.11の重要性は, 行に関する行列式の性質 (定理 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6)か
ら, 列に関する行列式の性質 (定理 3.12, 3.13, 3.14, 3.15, 3.16)を導く点にある. �
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