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繰り返しゲーム Repeated Game
– 合理的思考の技術 8 –
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繰り返しゲーム

同じゲーム G = ⟨N,A, u⟩ （これを成分ゲーム constituent game (stage
game) という）のプレーを繰り返すゲーム。

繰り返しゲームでは、履歴は h = (a1, . . . , at) ∈ At ⊂ H となる。
at は t 期目の行動の組。
一般に無限の展開形ゲームを考えることができる。
無限回繰り返しゲームもその一種。
各期に得られる利得 u をなんらかの方法で集計した利得 U が繰
り返しゲームの利得となる。一般に、weak separability という性質
を満たす。∀(at)Tt=1 ∈ AT∀a′ ∈ A

ui(a
t) ≥ ui(a

′) ⇒ Ui((a
s)Ts=1) ≥ Ui(a

1, . . . , at−1, a′, at+1, . . . , aT )
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.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

割引利得 Discounted Payoff

無限繰り返しゲームの定式化としては、各期に利得を得て、それを割
引因子 discount factor で割り引いて足しあわせた割引利得を全体ゲー
ムの利得とするものが最も代表的である。

Definition (割引利得 Discounted Payoff)

1, . . . , T 期に得られる利得の列 (ui(a
t))

T
t=1 の割引因子 δi ∈ (0, 1) のも

とでの割引利得は、

Ui((a
t)
T
t=1) := (1− δi)

T∑
t=1

δt−1
i ui(a

t)
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割引利得に関する注意

右辺冒頭の

1− δi =
1∑∞

t=1 δ
t−1
i

(δi ∈ (0, 1))

は、重み付き平均のための規格化定数。後述の成分ゲームと関係
付けた理論分析の表現を簡単にする便宜上導入される。
割引利得は、ファイナンスにおいて一定利子率で割り引く割引現
在価値 net present value (NPV) の一般化。
割引因子 δi は一般には i ∈ N により異なる。
行動経済学では、割引因子のべき乗による割引利得がしばしば批
判され、より現実の意思決定主体の感覚を表現する候補として双
曲線割引 hyperbolic discounting も提案されている [10] が、本講義
の理論分析では両者の間に大きな違いはない。
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平均利得 Means Payoff

有限回繰り返しゲームの分析で通常用いられる効用関数としては、単
純に各期の利得の和をとったものがある。

Definition (平均利得 Means Payoff)

Ui((a
t)
T
t=1) :=

T∑
t=1

1

T
ui(a

t)

割引利得同様に、1/T で規格化し、数理分析的には等価な平均値
で表現する。
T → ∞ の極限をとっても効用関数が発散しないようにする効果
もある。
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プレーヤー間の協力により達成可能な利得
無限回繰り返しゲームでは、適当な回数の割合で A 上の結果を混ぜ
てプレーすることで合意する（公的混合 public randomizing）ことによ
り、以下の集合上の任意の利得の組を近似的に達成できる。

Definition (達成可能 Feasible な利得プロファイル)
G = ⟨N,A, u⟩ 上で達成可能な利得プロファイル v ∈ ℜN の集合は、A
上の結果で得られる利得プロファイルの凸結合

∆({u(a)|a ∈ A})

混合戦略との比較
達成可能な利得の組は混合戦略の組による効用可能集合 UPS よりも
広い。
Q. 相関均衡点を思い出しながら、なぜ、達成可能な利得プロファイル
の集合のほうが混合戦略の組の UPS より広いか、考えてみよう。
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個人合理性

Definition (ミニマックス Minmax 利得)

vi = min
a−i∈A−i

max
ai∈Ai

ui(a)

上記の解 p−i ∈ A−i は、プレーヤー i に対する最も厳しい制裁
punishmentと解釈できる。
Example (囚人のジレンマ)

v = u(D,D), p1 = D, p2 = D

Definition (個人合理性 Individual Rationality)
u ∈ ℜN

u ≥ v 個人合理的 individually rational (enforceable[9])
u ≫ v 狭義個人合理的 strictly individually rational (strictly
enforceable[9])
小林憲正 (TITech) 合理的思考の技術 8 7 / 21
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Example (囚人のジレンマ)
1 \ 2 C D

C 3, 3 1, 7
D 7, 1 2, 2

Q. この囚人のジレンマの達成可能、かつ狭義個人合理的な利得プロ
ファイルの集合を u1u2 空間上に描き、(C,C) がこの集合上でパレー
ト効率的でないことを確かめよ。
このことより、

囚人のジレンマの定義
通常の序数効用の満たす性質に加えて、

u(C,C) >
1

2
(u(D,C) + u(C,D))

を満たす利得双行列のみを囚人のジレンマと呼ぶこともある。
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機械 Machine (オートマトン Automaton) 的戦略 [9]

後に見るように、繰り返しゲームの解は単純な状態遷移的戦略の組に
よって特徴付けが可能であることが知られている。このことが、単純
な戦略を遺伝子で表現する進化ゲーム理論の発端ともなる。

Definition (オートマトン的戦略)
⟨N,A, u⟩ の繰り返しゲームにおけるプレーヤー i のオートマトン的戦
略は：

Qi 状態 state の集合
q0 ∈ Qi 初期状態 initial state
fi : Qi → Ai 出力関数 output function
τi : Qi ×A → Qi 状態遷移関数 transition function

オートマトン的戦略の入力は今期の行動の組のみという意味でマルコ
フ的 Markovian である [7]。
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オートマトン的戦略の例

Definition (トリガー戦略 trigger strategy)
他のプレーヤーが合意内容に従ってプレーしている間は、自分も
合意内容に従う
他のプレーヤー誰かひとり j が逸脱した場合、その次の期からプ
レーヤー i ̸= j は j に対して制裁を課すプレーをとり続ける
これ以外の詳細（例えば、逸脱したプレーヤーがその後どうする
か、とか 3 人以上のゲームで複数の他のプレーヤーが同時に逸脱
した場合への対処）は任意

Example (囚人のジレンマ)
合意内容 (C,C)、逸脱 D、制裁 D

小林憲正 (TITech) 合理的思考の技術 8 10 / 21
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フォーク定理 Folk Theorem

Theorem (ナッシュ・フォーク定理 [6])
狭義個人合理的かつ達成可能な成分ゲーム G の任意の利得の組 w に
対し、w と無限に近い利得の組を結果とする G の無限回繰り返し
ゲームのナッシュ均衡が存在する。

Proof.
minmax 戦略 p−i を制裁とするトリガー戦略の組はナッシュ均衡。

Example (囚人のジレンマ)
1 \ 2 C D

C 3, 3 1, 7
D 7, 1 2, 2

合意 – (C,D), (D, C) を交互に繰り返す, 制裁 – D のトリガー戦略の組
はナッシュ均衡
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愛と憎しみは表裏一体!? – フォーク定理と感情

フォーク定理では、長期関係における信用を達成する装置としては制
裁が基本的。しかし、一般の展開型ゲーム同様、制裁にはしばしばコ
ストがかかるため、信憑性があるとは限らない。
これに関連して、感情や行動の遺伝形質に関する研究がたくさんあ
る：
実験経済学 意地悪 spite な感情がむしろ協力を促進しやすい [3, 4]
進化ゲーム理論 “punish or perish”[11] – 協力と報復 retaliation は共進

化 coevolve
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完全フォーク定理 Perfect Folk Theorem

Theorem
成分ゲーム G における行動の組 a ∈ A において、各プレーヤーj に対
して G のあるナッシュ均衡 aj∗ ∈ A が存在して、uj(a) > uj(a

j∗) とす
ると、SPNE が存在して、その結果は a のみを無限回繰り返すように
することができる。

Proof.
i のみが逸脱した場合、j ̸= i が ai∗j を制裁とするプレーを繰り返し、i

が ai∗−i をこの制裁に対する最適応答としてプレーする戦略の組は
SPNE。
より一般には、制裁したプレーヤーに報いることによって、より広範
囲の利得の組が SPNE としても達成可能 [6] 。
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Example (囚人のジレンマ)
囚人のジレンマでのトリガー戦略の制裁 D に対して、逸脱者も D を
とると、トリガー戦略の組は SPNE にもなる。

Example (チキン)
1 \ 2 Dove Hawk

D 3, 3 1, 4
H 4, 1 0, 0

(D, D) を繰り返すことを合意とし、単一プレーヤーが逸脱するま
では、これをプレーする
相手が逸脱して H をとると、報復措置として、その次の期より、
H をとり続け、相手はビビって最適応答として D をとり続ける

という戦略の組は、このチキンゲームの無限回繰り返しゲームの
SPNE。
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有限回繰り返しゲームと部分ゲーム完全均衡

Theorem (有限回繰り返しゲームと部分ゲーム完全均衡)
有限回繰り返しゲームでは、成分ゲームのナッシュ均衡が一つしか存
在しない場合、その均衡をすべての期にプレーする戦略プロファイル
のみが部分ゲーム完全均衡となる。

Example (囚人のジレンマ)
有限回繰り返し囚人のジレンマゲームの唯一のナッシュ均衡は、全て
のステージで、D をプレーする組。
成分ゲームに均衡が二つ以上存在する場合は、パレート支配される均
衡のプレーを脅しに用いることにより、最終期のみ裏切るような、
フォーク定理と似たようなプレーが均衡となり得る。[5]

小林憲正 (TITech) 合理的思考の技術 8 15 / 21



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Example (囚人のジレンマ + 鹿狩 Stag Hunt)
囚人のジレンマと鹿狩を合わせた以下のゲームについて考える。

Coop Defect Punish
C 10, 10 5, 11 0, 8
D 11, 5 9, 9 0, 8
P 8, 0 8, 0 7, 7

概要 – ゲームのナッシュ均衡は (D, D), (P, P) の 2 つ。最終期 T は
(D, D) をプレーすることを既定路線とし、それ以前に相手が逸脱した
場合に (P, P) のプレーを信憑性のある制裁としてちらつかせる。

(C, C) を T −1 期まで繰り返しプレーし、最終期 T は (D, D) をプレーすること
を合意とする。この合意内容に従う場合、最終期の部分ゲームはナッシュ均衡。
最終期前に、もし相手が逸脱した場合は、制裁措置として、その次の期より自
分は P をプレーするトリガー戦略をとり、相手もそれに対して最適応答 P をと
るとすると、この部分ゲームのプレーも成分ゲームのナッシュ均衡の繰り返し
なので部分ゲーム完全。
相手の逸脱による利益 1 は、制裁による損失の最低値 2 を下回る。
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望ましい小さな非合理性としての ϵ-均衡

Definition (ϵ-均衡)
ϵ > 0 に対して、戦略プロファイル s∗ が ϵ-均衡であるとは、∀si ∈ Si,

ui(si, s
∗
−i)− ui(s

∗) ≤ ϵ

Example (囚人のジレンマ)
1 \ 2 C D

C 3, 3 1, 7
D 7, 1 2, 2

の 100 回繰り返しゲームを考える。

SPNE では全ステージで (D, D) をプレーし平均利得 (2,2)
(C,D), (D, C) の交互プレーを合意、D を制裁とするトリガー戦略
の組は ϵ ≥ 1 で ϵ-均衡であり、平均利得はほぼ (4, 4)

ムカデゲームのプレー同様に、微小な非合理性が劇的な改善をもたら
し得るかもしれない。
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有限回繰り返しと無限回繰り返しの接続

繰り返しゲームの理論では、完全フォーク定理と有限回繰り返しゲー
ムの SPNE に大きな違いがある。モデルの頑健性 robustness の観点か
らすると望ましくなく見える。この乖離を埋める試みがいくつかあ
る。

割引因子が十分に大きなプレーヤー同士が十分長期にわたってプ
レーする場合、ϵ-均衡の ϵ をゼロに近くしてフォーク定理と似た
ような結果が得られる。[2, 1]
（ϵ− δ 論法に類似）
似たような分析として、最終期 T に関する微小な共有知識の破れ
を仮定しただけでも、フォーク定理と似た結果が得られることが
知られている。[8]
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繰り返しゲームとヒステリシス Hysterisis

繰り返しゲームでは、履歴は過去のプレーのみによって特徴付け
られる。つまり、同じ t 期であれば、その期以降の各部分ゲーム
の物理的環境はほぼ不変。それぞれの h 以降のプレーで得られる
利得分布は、∑t

t′=1 δiui(a
t′) (

∑t
t′=1(1/t)ui(a

t′)) だけ平行移動し
ただけ。
また、無限回繰り返しゲームでは、有限オートマトンのように、
過去のプレーのみ考慮してプレーを決定する単純なアルゴリズム
で SPNE をプレー可能。

Q. 以上を考慮して、小論テーマ「我々はなぜ歴史を学ぶのか？」につ
いて再考せよ。

小林憲正 (TITech) 合理的思考の技術 8 19 / 21



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

まとめ – 繰り返しゲームの面白さ

協力関係の直感のモデル化
均衡の著しい多様性
調整の必要性
無限と有限の著しい違い
非合理性の効果
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