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微分積分学第二 ６類Ｕクラス 第２５回

前々回の訂正 板書の

∣∣∣∣∣
∫ b

a

{fn(x) − f(x)} dx

∣∣∣∣∣ =
∫ b

a

|fn(x)− f(x)| dx の等号は間違いで, 正しくは 5.

12月 3日 (火)の復習テスト 制限時間 15分 出欠の確認をするので, できなくても出すこと.

１ (1) 任意の ε > 0 に対して, n =
[

1
ε2

]
+ 1 ならば

√
a +

1
n
−
√

a < ε を示せ.

(2) m を自然数の定数とする. n = m ならば log
(

1 +
1
n

)
<

1
m
であることを示せ.

(3) lim
n→∞

n∑
k=1

sin
kπ

2n

{
sin

kπ

2n
− sin

(k − 1)π
2n

}
=

1
2
を証明せよ.

(4) f(x, y) において x = r + s, y = rs のとき frs = fxx + (r + s)fxy + rsfyy + fy を示せ.

２ 実数全体で定義された関数 f(x) を x = 0 のとき f(0) = 0, x 6= 0 のとき f(x) = x2 sin
1
x

で定義する. (5) f ′(0) = 0 を示せ. (6) lim
x→0

f(x)
sinx

= 0 を示せ.

今日やること 第 4.6節 関数項級数, 第 4.7節 整級数, 第 4.8節 解析関数, 第５章 多変数の関数, 第 5.1
節 微分と偏微分, 第 5.2節 高階偏導関数, 第 5.3節 写像の微分, 第 5.4節 テーラーの公式

無限和と微分の順序交換
d

dx

( ∞∑
k=1

fk(x)

)
=

d

dx

{
lim

n→∞

(
n∑

k=1

fk(x)

)}
=

d

dx

(
lim

n→∞
Sn(x)

)
. …… 1©

一方, 項別微分したものは,
∞∑

k=1

(
d

dx
fk(x)

)
= lim

n→∞

{
n∑

k=1

(
d

dx
fk(x)

)}
. 有限和ならば, 積分と順序交換

できるので, = lim
n→∞

{
d

dx

(
n∑

k=1

fk(x)

)}
= lim

n→∞

(
d

dx
Sn(x)

)
. …… 2© 1©, 2© より, 無限和と微分の

順序交換が可能であることの必要十分条件は, 部分和に関する極限と微分が交換可能ということになる.
極限と微分の順序交換 lim

n→∞
fn(x) = f(x) が x = a で成り立ち, …… 3© a を含むある区間 I で

d

dx
fn(x) が積分可能かつ lim

n→∞

d

dx
fn(x) = g(x) (一様収束) …… 4© とする. このとき I の内部で, 極限

と微分の順序交換ができて, g(x) = f ′(x), つまり,
d

dx

(
lim

n→∞
fn(x)

)
= lim

n→∞

(
d

dx
fn(x)

)
. …… 5©

例１ fn(x) =
x

n
− (−1)n とおく.

d

dx
fn(x) =

1
n
は 0 に一様収束する. しかし fn(x) は振動するので,

3© が不成立なので, 5© も不成立 (∵ 左辺が意味を持たない).
4© が成り立たなくても, 極限と微分が順序交換できることもある.

テーラー展開 テーラーの定理 f(x) =
n∑

k=0

f (k)(a)
k!

(x−a)k+
f (n+1)(c)
(n + 1)!

(x−a)n+1 (cは xと aの間)に

おいて,誤差項 (最後の項)が |x−a| < r で 0に収束するなら,この範囲で, f(x) =
∞∑

k=0

f (k)(a)
k!

(x−a)k が

成立する. これを, f(x) の a を中心とするテーラー展開という. a = 0 を代入した f(x) =
∞∑

k=0

f (k)(0)
k!

xk

という特殊な形は頻繁に使われるので, マクローリン展開という別の名前も付いている.
例２ f(x) = tanx は奇関数なので, f(x) = a1x+a3x

3 +a5x
5 +a7x

7 + · · · とおける f ′(x) = 1+f(x)2

が成り立つので, これに代入すると, a1 + 3a3x
2 + 5a5x

4 + 5a7x
6 + · · · = 1 + (a1x + a3x

3 + a5x
5 + · · ·)2

= 1 + a1x
2 + (a1a3 + a3a1)x4 + (a1a5 + a3a3 + a5a1)x6 + · · ·. 係数比較して,

a1 = 1, a3 =
1
3
, a5 =

2
15

, a7 =
17
315

, · · ·. よって, tan x = x +
1
3
x3 +

2
15

x5 +
17
315

x7 + · · ·.
冪級数 a0 + a1x + a2x

2 + a3x
3 + · · · の形の関数を冪級数という. これが x = x0 で収束するなら,

|x| < |x0| を満たす全ての x で絶対収束する. したがって, この範囲で収束し, 和は足す順番に依らない.
証明 a0+a1x0+a2x

2
0+a3x

3
0+· · ·が収束するので, lim

n→∞
anxn

0 = 0. よって, |a0|, |a1x0|, |a2x
2
0|, |a3x

3
0|, · · ·

には最大値がある. それを M とおく.
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|a0| + |a1x| + |a2x
2| + |a3x

3| + · · · = |a0| + |a1x0|
∣∣∣∣ x

x0

∣∣∣∣ + |a2x
2
0|

∣∣∣∣ x

x0

∣∣∣∣2 + |a3x
3
0|

∣∣∣∣ x

x0

∣∣∣∣3 + · · ·

5 M + M

∣∣∣∣ x

x0

∣∣∣∣ + M

∣∣∣∣ x

x0

∣∣∣∣2 + M

∣∣∣∣ x

x0

∣∣∣∣3 + · · · =
M

1 −
∣∣∣ x
x0

∣∣∣ . よって, 冪級数は絶対収束する.

収束半径 f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + · · · が |x| < ρ で絶対収束し, |x| > ρ では発散する ρ が存

在する. この ρ を f(x) の収束半径という. |x| = ρ 上では収束することも発散することもある.

例３ 1 + x + x2 + x3 + · · · =
1

1 − x
は x = ±1 で発散する. x +

x2

2
+

x3

3
+

x4

4
+ · · · = − log(1 − x)

は x = 1 で発散するが x = −1 では収束する.
x2

1 · 2
+

x3

2 · 3
+

x4

3 · 4
+

x5

4 · 5
+ · · · は x = ±1 で収束する.

アーベルの定理 (139頁) f(x) =
∞∑

k=0

akxk の収束半径を ρとする.
∞∑

k=0

akρk が収束するなら, lim
x→ρ−0

f(x)

はこの値に等しい. x → −ρ + 0 の場合も同様.
収束円 テーラー展開が収束するぎりぎりの範囲 |x− a| < ρ を収束円, ρ を収束半径という. 収束円内
では絶対収束するので, 足す (引く)順番を入れ替えても和は不変である. また, 0 < ρ0 < ρ を満たす任意

の ρ0 に対して, |x| 5 ρ0 で一様収束するので, 項別積分をしても値は不変である. 項別微分も同様. 収束

半径は, ダランベールの公式 ρ = lim
n→∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ やコーシー・アダマールの公式 ρ = lim
n→∞

1
n
√

|an|
で出る.

常微分と偏微分 例４ f(x, y) = x2 + y のとき, 常微分は
df

dx
= 2x +

dy

dx
, 偏微分は

∂f

∂x
= 2x.

例５ f(x) = |x| も g(x, y) =
√

x2 + y2 も連続だが原点で f は常微分不可能, g は偏微分不可能.
例６ 常微分可能なら連続だが, 偏微分可能でも連続とは限らない. 例えば, f(x, y) を原点で 0, 原点以
外で

xy

x2 + y2
と定めると, f(x, y) は原点で不連続だが, fx(0, 0) = 0, fy(0, 0) = 0 となる.

全微分 ∆f = f(x + ∆x, y + ∆y) − f(x, y) が A∆x + B∆y + (∆x,∆y より高位の無限小) と書ける

とき, df = Adx + Bdy と書き, f(x, y) の全微分と呼ぶ. 全微分可能なら, 偏微分可能であり, A =
∂f

∂x
,

B =
∂f

∂y
となる. また, 全微分可能なら f は連続になるが, 偏導関数 fx, fy が連続 (C1 級)とは限らない.

例７ 連続かつ偏微分可能でも, 全微分可能とは限らない. 例えば, f(x, y) =
√
|xy| とおくと, 原点で

連続かつ fx(0, 0) = 0, fy(0, 0) = 0 だが, 全微分不可能である.
合成関数の微分の公式 連鎖律とか chain rule と呼ばれる.
例８ f(x, y) において x = r + s, y = rs のときは, 次のようになる.
∂f

∂r
=

∂f

∂x
· ∂x

∂r
+

∂f

∂y
· ∂y

∂r
=

∂f

∂x
· 1 +

∂f

∂y
· s. ∂f

∂s
=

∂f

∂x
· ∂x

∂s
+

∂f

∂y
· ∂y

∂s
=

∂f

∂x
· 1 +

∂f

∂y
· r.

陰関数定理 関数 f(x, y) が点 (x0, y0) の近くで連続かつ偏微分可能で, fy(x, y) も連続であるとする.
曲線 f(x, y) = 0 が点 (x0, y0) で, fy(x0, y0) 6= 0 を満たすなら, x0 の近くで y = (x の式) で表わされる.
証明 (i) fy(x0, y0) > 0 のとき. fy の連続性より (x0, y0) の近くで fy(x, y) > 0 となり, f(x, y)
は y の関数として単調増加である. ある h0 > 0 に対して, f(x0, y0 − h0) < 0 かつ f(x0, y0 + h0) > 0
であることから, f(x, y) の連続性より (x0, y0 − h0) の近くで f(x, y) < 0 かつ (x0, y0 + h0) の近くで
f(x, y) > 0 となる. あとは, 中間値の定理を用いる. (ii) fy(x0, y0) < 0 のとき. 上と同様.
2変数のテーラー展開 次式を f(x, y) の (x, y) = (a, b) を中心とするテーラー展開という.
f(x, y) = f(a, b) + {fx(a, b)(x − a) + fy(a, b)(y − b)}
+

1
2
{fxx(a, b)(x − a)2 + 2fxy(a, b)(x − a)(y − b) + fyy(a, b)(y − b)2}

+
1
3!
{fxxx(a, b)(x−a)3 +3fxxy(a, b)(x−a)2(y−b)+3fxyy(a, b)(x−a)(y−b)2 +fyyy(a, b)(y−b)3}+ · · ·.

(x, y) = (0, 0) を中心とするテーラー展開をマクローリン展開という.

例９ (1 + x)y = 1 + xy − x2y

2
+

x3y

3
+

x2y2

2
+ · · · = 1 + yx +

y(y − 1)
2

x2 +
y(y − 1)(y − 2)

3!
x3 + · · ·.

これは, 2項定理の拡張になっている.
偏微分係数をたくさん計算するのは大変である. 1変数のテーラー展開の公式を利用すると楽.
次回やること 第 5.5節 逐次近似法, 第 5.6節 陰関数, 第 5.7節 連立陰関数, 第 5.8節 逆写像など
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微分積分学第二 ６類Ｕクラス 第２６回

12月 10日 (火)の復習テスト 制限時間 15分 出欠の確認をするので,できなくても出すこと.
１ xyz 空間内の, 次の３曲面は (x, y) = (0, 0) で最大か, 最小か, そのどちらでもないか.
(1) z = 2+ x2 − 4xy +5y2. (2) z = 2+ x2 − 4xy + 3y2. (3) z = 2−x2 + 4xy− 5y2.

今日やること 第 5.7節 連立陰関数, 第 5.8節 逆写像, 第６章 微積分の種々の応用 第 6.1節 極値問題

連立陰関数

定理 5.26 (179頁) (F,G) : R3 → R2 が C1 級 (偏微分可能で Fx, Fy, Fz も, Gx, Gy, Gz も連

続)とする. 曲面 F (x, y, z) = 0 と曲面 G(x, y, z) = 0 の交線 C 上の点 (x0, y0, z0) において,

det
(

Fy Fz

Gy Gz

)
6= 0 なら, x = x0 の近くで C 上の点は (x, y, z) = (x, f(x), g(x)) と表わせる.

f(x), g(x) も C1 級である.

例 曲線 C : x3 + y3 + z3 = 8 かつ x + y + z = 2 において, x で微分すると, x2 + y2y′ + z2z′ = 0 かつ
1 + y′ + z′ = 0. よって, C 上の点 (x, y, z) = (1,−1, 2) において, 1 + y′ + 4z′ = 0 かつ 1 + y′ + z′ = 0.

よって,
dy

dx
= y′ = −1,

dz

dx
= z′ = 0.

逆関数

定理 5.28 (183 頁) (f1, f2) : R2 → R2 が C1 級とする. 点 A(x1, x2) = (a1, a2) において,

det
( ∂f1

∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

)
6= 0 なら, 点Aの像 (y1, y2) = (b1, b2) の近くで逆写像 (h1, h2) : R2 → R2 が存

在して C1 級になる.

関数関係

定理 5.31 (185頁) (f, g) : R2 → R2 が C1 級とする. 点 A(x, y) = (a, b) の近くで
(

fx fy

gx gy

)
の階数が 1 なら, 点 Aの近くで, f と g は関数関係がある. つまり, ある (C1 級の)関数 F (x, y)
があって, F (f, g) ≡ 0 となる. ここで ≡ 0 とは恒等的に 0 の意味である.

2変数 2次関数のグラフ 曲面 z = c + ax2 + 2hxy + by2 を考える.

(i) ab − h2 > 0 かつ a > 0 のとき. z = c + a

(
x +

h

a
y

)2

+
ab − h2

a
y2 …… 1© と変形すると,(

x +
h

a
y

)2

= 0 かつ y2 = 0 であるから, (x, y) = (0, 0) で最小値 z = c をとる. グラフは下に凸のお椀

形であり, (x, y) = (0, 0) でのこの値は極小値でもある.
(ii) ab − h2 > 0 かつ a < 0 のとき.

1© において, 係数 a < 0 かつ
ab − h2

a
< 0 となるから, (x, y) = (0, 0) で最大値 z = c をとる. グラフは

上に凸のお椀形であり, (x, y) = (0, 0) でのこの値は極大値でもある.
(iii) ab − h2 < 0 のとき.
y = 0 とすると, 1© は放物線 z = c + ax2. …… 2©

x +
h

a
y = 0 とすると, 1© は放物線 z = c +

ab − h2

a
y2 …… 3© になる.

この 2つの放物線の凹凸は異なる. 実際
a > 0 なら 2© は下に凸, 3© は上に凸である.
a < 0 なら 2© は上に凸, 3© は下に凸である.
したがって, ab − h2 < 0 の場合, 曲面 1© の原点の近くは馬の鞍形になる. この形の点 (0, 0, c) を鞍点
(saddle point)と呼ぶ. この場合 (x, y) = (0, 0) での値 z = c は極値にならない.
2変数関数の凹凸
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f(x, y) の (α, β) を中心とするテーラー展開
f(x, y) = f(α, β) + fx(α, β)(x − α) + fy(α, β)(y − β)

+
1
2
{fxx(α, β)(x − α)2 + 2fxy(α, β)(x − α)(y − β) + fyy(α, β)(y − β)2} + · · ·

は, もし
{

fx(α, β) = 0 かつ

fy(α, β) = 0
なら,

f(x, y) = f(α, β) +
1
2
{fxx(α, β)(x− α)2 + 2fxy(α, β)(x− α)(y − β) + fyy(α, β)(y − β)2}+ · · · となる.

ここで,
∂f

∂x
= fx,

∂f

∂y
= fy,

∂2f

∂x2
= fxx,

∂2f

∂x∂y
= fyx,

∂2f

∂y∂x
= fxy,

∂2f

∂y2
= fyy と略記した.

2次近似式を考えると, 2変数 2次関数のグラフの所でやったことから, f(x, y) は

(i)
{

fx(α, β) = 0 かつ

fy(α, β) = 0
であり

{
fxx(α, β)fyy(α, β) − f2

xy(α, β) > 0 かつ

fxx(α, β) > 0
なら (x, y) = (α, β)で

極小値 f(α, β),

(ii)
{

fx(α, β) = 0 かつ

fy(α, β) = 0
であり

{
fxx(α, β)fyy(α, β) − f2

xy(α, β) > 0 かつ

fxx(α, β) < 0
なら (x, y) = (α, β)

で極大値 f(α, β) となる.

(iii)
{

fx(α, β) = 0 かつ

fy(α, β) = 0
であり fxx(α, β)fyy(α, β) − f2

xy(α, β) < 0 なら (x, y) = (α, β) で鞍点と

なり, f(α, β) は極値にならない.
(iv) fxx(α, β)fyy(α, β) − f2

xy(α, β) = 0 のときは, 極大, 極小, 極値でないのいずれもが起こる.
問１ 次の関数の極値の判定をせよ. (4) z = 4xy − 2y2 − x4. (5) z = x2 + 2y2 − 4y + y3.
ラグランジュの未定乗数法 (2変数で 1条件のとき)

f(x, y) の極値の候補を束縛条件 g(x, y) = 0 の下で見つけるには,
h(x, y) = f(x, y) − λg(x, y) とおいて, (hx, hy, hλ) = (0, 0, 0) を解けば良い.
証明 曲線 g(x, y) = 0 が局所的に x = x(t), y = y(t) とパラメーター表示できたとすると,

z = f(x(t), y(t)) を t で微分して,
dz

dt
=

∂f

∂x
· dx

dt
+

∂f

∂y
· dy

dt
. 極値だったらこれが 0 なので, ∂f

∂x
∂f

∂y

 ·

 dx

dt
dy

dt

 = 0. よって,

 ∂f

∂x
∂f

∂y

 ⊥

 dx

dt
dy

dt

. ここで,

 dx

dt
dy

dt

 は曲線 g(x, y) = 0 の接ベクトル

なので,

 ∂f

∂x
∂f

∂y

 は, 曲線 g(x, y) = 0 の法線ベクトル方向

 ∂g

∂x
∂g

∂y

 を向いていることになる. つまり,

 ∂f

∂x
∂f

∂y

 = λ

 ∂g

∂x
∂g

∂y

 ⇐⇒

 ∂f

∂x
∂f

∂y

 − λ

 ∂g

∂x
∂g

∂y

 = 0 ⇐⇒

 ∂h

∂x
∂h

∂y

 =
(

0
0

)
.

∂h

∂λ
= 0 ⇐⇒ −g(x, y) = 0 ⇐⇒ g(x, y) = 0 である.

ラグランジュの未定乗数法 (3変数で 1条件のとき)

f(x, y, z) の極値の候補を条件 g(x, y, z) = 0 下で見つけるには, h(x, y, z) = f(x, y, z)− λg(x, y, z) とお
いて, (hx, hy, hz, hλ) = (0, 0, 0, 0) を解けばよい. もっと変数が多くても同様.
ラグランジュの未定乗数法 (3変数で 2条件のとき)

f(x, y, z) の極値の候補を束縛条件 g1(x, y, z) = 0 かつ g2(x, y, z) = 0 の下で見つけるには,
h(x, y, z) = f(x, y, z) − λg1(x, y, z) − µg2(x, y, z) とおいて, hx, hy, hz, hλ, hµ) = (0, 0, 0, 0, 0) を解けば
よい. もっと束縛条件が多くても同様.
問２ (6) 関数 z = 2x2 + 2xy + 2y2 の円周 C1 : x2 + y2 = 2 上での最大値 M , 最小値 m を求めよ.
(7) 関数 z = 2xy + 2yz + 2zx の球面 S1 : x2 + y2 + z2 = 3 上での最大値 M , 最小値 m を求めよ.
次回やること 第 6.2節 平面曲線, 第７章 リーマン積分とその応用など
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微分積分学第二 ６類Ｕクラス 第２７回

12月 17日 (火)の復習テスト 制限時間 15分 出欠の確認をするので, できなくても出すこと.
１ (1) (196頁 問 2 (i)) f(x, y) = 2x3 + xy2 + 15x2 + 3y2 の極値点と極値を求めよ.
(2) (200頁 問 3 (v)) xy + yz + zx = 36 かつ x + y + z = 12 の下での xyz の最大値, 最小値を
求めよ.

今日やること 次回やること 第 6.2節 平面曲線, 第７章 リーマン積分とその応用など
定積分の定義：1変数の場合

x 軸上の区間 a 5 x 5 b を I とおく. 曲線 y = f(x) (x ∈ I) と x 軸の間の部分を D とおく.
区間 I を n − 1 個の点で分割して, a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b とする. tk を小区間

xk−1 5 x 5 xk 上から選ぶ. この小区間を底辺に, 高さを f(tk) に持つ細長い長方形の符号付き面積∆Sk

は ∆Sk = f(tk)(xk − xk−1) となる. D の符号付き面積 S は, ∆Sk の和 Sn =
n∑

k=1

∆Sk で近似できる.

底辺の長さ |xk − xk−1| の最大値を ∆ とする. 長方形の個数 n を限りなく大きくして, ∆ → 0 とした
極限 lim

∆→0
Sn を考える. これが, 区間 I の切り方や tk を選ぶ場所に依らず一定の値 S に近づくとき, こ

の値 S を f(x) の区間 I 上での定積分といい, S =
∫ b

a

f(x) dx と書くのであった.

重積分：2変数の定積分

2つの区間
{

I : a 5 x 5 b

J : c 5 y 5 d
で作られる長方形 I × J 内にある xy 平面上の図形を D とおく. 曲面

z = f(x, y) ((x, y) ∈ D)とxy平面の間の部分をK とおく. 区間 I をm−1個の点で分割して, a = x0 <

x1 < · · · < xm−1 < xm = bとする. また,区間 J を n−1個の点で分割して, c = y0 < y1 < · · · < yn−1 <

yn = dとする. xy 平面上の点 (sk, t`)を小長方形
{

xk−1 5 x 5 xk

x`−1 5 y 5 y`

上から選ぶ. この小長方形を底面に,

高さを f(sk, t`) に持つ細長い直方体の符号付き体積 ∆Vk,` は∆Vk,` = f(sk, t`)(xk − xk−1)(y` − y`−1)

となる. K の符号付き体積 V は, ∆Vk,` の和 Vm,n =
m∑

k=1

n∑
`=1

f(sk, t`)(xk − xk−1)(y` − y`−1) で近似で

きる. 底面積 |xk − xk−1||y` − x`−1| の最大値を ∆ とする. 直方体の個数 mn を限りなく大きくして,
∆ → 0 とした極限 lim

∆→0
Vm,n を考えるこれが, 図形 D の切り方や (sk, t`) を選ぶ場所に依らず一定の値

V に近づくとき, この値 V を f(x, y) の図形 D 上での重積分といい, V =
∫ ∫

D

f(x, y) dxdy と書く.

累次積分

重積分を定義通りに計算することは無理なので, 具体的な値は, 積分を 2回繰り返すことで求める. 累
次積分と呼ばれる.
長方形上の重積分の計算

D が長方形 a 5 x 5 b, p 5 y 5 q のとき.∫ ∫
D

f(x, y) dxdy は
∫ q

p

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy や

∫ b

a

(∫ q

p

f(x, y) dy

)
dx で計算できる.

例１ D : 0 5 x 5 2, 0 5 y 5 2 のとき.∫ ∫
D

(x2y + xy2) dxdy =
∫ 2

0

(∫ 2

0

(x2y + xy2) dx

)
dy =

∫ 2

0

[
x3

3
y +

x2

2
y2

]2

0

dy =
∫ 2

0

(
8
3
y + 2y2

)
dy

=
[
8
3
· y2

2
+ 2

y3

3

]2

0

=
32
3

.

直角三角形上の重積分の計算

a, b を正の数とする. D が原点と (a, 0), (0, b) を頂点とする直角三角形の板の場合, つまり,
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D : x 5 0, y 5 0,
x

a
+

y

b
5 1 のとき. 0 5 x 5 a − a

b
y であり, 0 5 y 5 b − b

a
x である.∫ ∫

D

f(x, y) dxdy は
∫ b

0

(∫ a− a
b y

0

f(x, y) dx

)
dy や

∫ a

0

(∫ b− b
a x

0

f(x, y) dy

)
dx で計算できる.

例２ D : x 5 0, y 5 0, x + y 5 1 のとき.∫ ∫
D

(x2 + y2) dxdy =
∫ 1

0

(∫ 1−y

0

(x2 + y2) dx

)
dy =

∫ 1

0

[
x3

3
+ y2x

]1−y

0

dy

=
∫ 1

0

{
(1 − y)3

3
+ y2(1 − y)

}
dy =

[
− (1 − y)4

12
+

y3

3
− y4

4

]1

0

=
1
12

+
1
3
− 1

4
=

1
6
.

例３ D : x = 0, y = 0, x + y 5 π

2
のとき. x から先に累次積分する.∫ ∫

D

cos(x + y) dxdy =
∫ π

2

0

{∫ π
2 −y

0

cos(x + y) dx

}
dy =

∫ π
2

0

[sin(x + y)]
π
2 −y
0 dy

=
∫ π

2

0

(
sin

π

2
− sin y

)
dy = [y + cos y]

π
2
0 =

π

2
− 1. ……〔答〕 y から先に積分しても同じ.

例４ D : 0 5 x 5 1, 0 5 y 5 x のとき. まず, D を図示する.
x から先に累次積分する場合は, y を固定したとき, x がどこからどこまで動くかを見る.

D : 0 5 y 5 1, y 5 x 5 1 より I =
∫ ∫

D

√
x2 − y2dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

y

√
x2 − y2dx

)
dy となる.

内側の積分は, 公式∫ √
x2 + Adx =

1
2

{
x
√

x2 + A + A log
∣∣∣x +

√
x2 + A

∣∣∣} + C を使うと,

1
2

[
x
√

x2 − y2 − y2 log
∣∣∣x +

√
x2 − y2

∣∣∣]1

y
=

1
2

{√
1 − y2 − y2 log

∣∣∣1 +
√

1 − y2
∣∣∣ + y2 log y

}
.

これを 0 から 1 まで積分すると, 中括弧の中の第 1項は
π

4
, 第 2項は − π

12
+

1
9
, 第 3項は −1

9
となる.

よって,
π

12
. ……〔答〕

y から先に累次積分する場合は, x を固定したとき, y がどこからどこまで動くかを見る.

D : 0 5 x 5 1, 0 5 y 5 x より I =
∫ 1

0

(∫ x

0

√
x2 − y2dy

)
dx となる.

被積分関数は xを x0 で止めて考えると, z =
√

x2
0 − y2 ⇐⇒ z2 = x2

0−y2, z = 0 ⇐⇒ y2+z2 = x2
0, z = 0

となり, 半径 x0 の上半円であることがわかる. 内側の積分は, この 0 5 y 5 x0 の部分の面積なので, 半
径 x0 の四分円の面積となり

π

4
x2

0 となる. よって,

I =
∫ 1

0

π

4
x2 dx =

π

4

∫ 1

0

x2 dx =
π

4

[
x3

3

]1

0

=
π

12
. ……〔答〕

x の関数のグラフで囲まれた領域上の重積分の計算

D : a 5 x 5 b, g(x) 5 y 5 h(x) のとき.∫ ∫
D

f(x, y) dxdy は
∫ a

0

(∫ h(x)

g(x)

f(x, y) dy

)
dx で計算できる.

例５ D : x2 5 y 5 √
x のとき. x2 5 √

x ⇐⇒ 0 5 x 5 1 である. よって,∫ ∫
D

(x2 + y) dxdy =
∫ 1

0

(∫ √
x

x2
(x2 + y) dy

)
dx =

∫ 1

0

[
x2y +

y2

2

]√
x

x2

dx

=
∫ 1

0

{(
x2

√
x +

x

2

)
−

(
x4 +

x4

2

)}
dx =

[
2
7
x

7
2 +

x2

4
+

3
10

x5

]1

0

=
2
7

+
1
4
− 3

10
=

33
140

.

y の関数のグラフで囲まれた領域上の重積分の計算

D : g(y) 5 x 5 h(y), a 5 y 5 b のとき.∫ ∫
D

f(x, y) dxdy は
∫ a

0

(∫ h(y)

g(y)

f(x, y) dx

)
dy で計算できる.

次回やること 第７章 リーマン積分とその応用 第 7.1節 関数の積分可能性, 第 7.2節 重積分, 第 7.3
節 重積分の変数変換, 第 7.4節 広義積分, 第 7.5節 ガンマ関数とベータ関数, 第 7.6節 曲面積, 第 7.7節
線積分と面積分
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微分積分学第二 ６類Ｕクラス 第２８回

前回の復習テストについて 曲線 xy + yz + zx = 36 かつ x + y + z = 12 を C とおく. C の式から z

を消去した x2 + xy + y2 − 12x − 12y + 36 = 0 ⇐⇒ (x − 4)2 + (x − 4)(y − 4) + (y − 4)2 = 12 は C を

xy 平面に正射影した曲線 C ′ の式である. C ′ は楕円 (x − 4)2 + 3(y − 4)2 = 24 を中心 (4, 4) に関して
角 −π

4
だけ回転した図形である. C も楕円となるので, コンパクト (有界閉集合)であり境界がない.

前回やったこと 曲線 C :
(

x

y

)
=

(
f(t)
g(t)

)
に対して, 速度ベクトル ~v =

(
f ′(t)
g′(t)

)
は C の接ベクトル

となる. 物理学的に考えると, 加速度ベクトル ~a =
(

f ′′(t)
g′′(t)

)
方向に力が働いているので, C は ~a 方向

に曲がっていく. よって, 進行方向を向いたとき

det
(

f ′(t) f ′′(t)
g′(t) g′′(t)

)
が正なら C は左手側に曲がり, 負なら C は右手側に曲がる.

この行列式が 0 となる点, つまり ~v //~a となる点が変曲点の候補である. (204頁)

1月 7日 (火)の復習テスト 制限時間 15分 出欠の確認をするので, できなくても出すこと.
１ (1) (265頁 問 3 (iii)) D を x = 0 かつ y = 0 かつ x3 + y3 5 1 で定める.

I =
∫ ∫

D

x2y2
√

1 − x3 − y3 dxdy =
4

135
を示せ.

{
x = X

1
3

y = Y
1
3
と置換した別解も考えよ.

今日やること 第 7.1節 関数の積分可能性, 第 7.2節 重積分, 第 7.3 節 重積分の変数変換
特異点

曲線 C : (x, y) = (f(t), g(t)) において, (f ′(t), g′(t)) = (0, 0) となる点を特異点という (205頁).

曲線 C : F (x, y) = 0 において,
(

∂F

∂x
,
∂F

∂y

)
= (0, 0) となる点を特異点という (206頁).

尖点の例 (208頁例 5(iii)) x3 − y2 = 0 の特異点は (0, 0) のみ.
y

x
= t とおくと (x, y) = (t2, t3)と

パラメーター表示できる.
x, y の動く範囲を複素数に拡張すると, x3 − y2 = 0 は曲面を表す. これを, 原点を中心とする小さな半
径の 3次元球面で切った切り口は三つ葉結び目になる.
結節点の例 (207 頁) x2 + x3 − y2 = 0 の特異点は (0, 0) のみである.

y

x
= t とおくと, (x, y) =

(t2 − 1, t3 − t) とパラメーター表示できる.
x, y の動く範囲を複素数に拡張すると, x2 + x3 − y2 = 0 も曲面を表す. これを, 原点を中心とする小さ
な半径の 3次元球面で切った切り口はホップ絡み目になる.
こうした結び目や絡み目で, 特異点の複雑さを測ることができる.
平面曲線の長さ (209頁) a 5 t 5 b で f(t), g(t) が連続であるとする.
曲線 C : (x, y) = (f(t), g(t)) (a 5 t 5 b) の長さ L は次のように定義される. C 上に, 端点を含むいく
つかの点を取りそれらを順に線分で結んで折れ線で C を近似する. いろいろな点の取り方をしたとき折
れ線の長さの上限を C の長さとする.

f(t), g(t) が C1 級 (導関数が存在して連続)なら, L =
∫ b

a

√
{f ′(t)}2 + {g′(t)}2 dt となる (201頁). 特

に, h(x) が C1 級のとき, y = h(x) (a 5 x 5 b) のグラフの長さは L =
∫ b

a

√
1 + {h′(x)}2 dx となる.

有界変動関数 (246頁)
y 軸を数直線と思い, 動点 P が時刻 x において f(x) の場所にいるとする. a 5 x 5 b において P

の動いた道のりの和 V (f) を f(x) の a 5 x 5 b における変動量といい. これが有限のとき, f(x) は
a 5 x 5 b で有界変動であるという.
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連続
リプシッツ連続

C1 級

単調

有界変動

連続関数 リーマン可積分関数

有界変動関数

重積分の変数変換 2変数ベクトル値関数 (x, y) = (x(u, v), y(u, v)) の定義域が E, 値域が D で, 単射

であるとする.
∫ ∫

D

f(x, y) dxdy =
∫ ∫

E

f(x(u, v), y(u, v))
∣∣∣∣det

(
xu xv

yu yv

)∣∣∣∣ dudv

=
∫ ∫

E

f(x(u, v), y(u, v)) |xuyv − xvyu|dudv が成り立つ.

重積分を極座標に変換する

(r, θ) が領域 E を動くとき, (x, y) = (r cos θ, r sin θ) が領域 D を動くとすると,∫ ∫
D

f(x, y) dxdy =
∫ ∫

E

f(r cos θ, r sin θ) rdrdθ が成り立つ.

det
(

xr xθ

yr yθ

)
= det

(
cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ

)
= r が被積分関数につくことに注意せよ.

3重積分

xyz 空間内の立体 K に対して, I =
∫

K

f(x, y, z) dxdydz は 3次元の超曲面 w = f(x, y, z) と xyz 空

間の間のうち, K の上 (下)にある部分の符号付き 4次元体積を表す. K が a 5 x 5 b,

g1(x) 5 y 5 g2(x), h1(x, y) 5 z 5 h2(x, y) で表わされるとき, 3重積分 I は∫ b

a

{∫ g2(x)

g1(x)

(∫ h2(x,y)

h1(x,y)

f(x, y, z) dz

)
dy

}
dz で計算できる.

例１ K : x + y + z 5 1, x = 0, y = 0, z = 0 のとき, I =
∫

K

xyz dxdydz とおく.

K : 0 5 x 5 1, 0 5 y 5 1 − x, 0 5 z 5 1 − x − y と書けるので,

I =
∫ 1

0

{∫ 1−x

0

(∫ 1−x−y

0

xyz dz

)
dy

}
dz =

1
720

…… 8© となる.

3重積分の変数変換 (271頁) (u, v, w) が領域 E を動くとき, (x, y, z) が領域 D を動くとすると,∫ ∫
D

f(x, y, z) dxdydz =
∫ ∫

E

f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))(detJ)dudvdw

が成り立つ. ここで, J =

 xu xv xw

yu yv yw

zu zv zw

.

3重積分を円柱座標に変換する

(r, θ, z) が領域 E を動くとき, (x, y, z) = (r cos θ, r sin θ, z) が領域 D を動くとすると,∫ ∫
D

f(x, y, z) dxdydz =
∫ ∫

E

f(r cos θ, r sin θ, z) rdrdθdz

が成り立つ.
3重積分を球面座標に変換する

(r, θ, ϕ) が領域 E を動くとき, (x, y, z) = (r sin θ cos ϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ) が領域 D を動くとすると,∫ ∫
D

f(x, y, z) dxdydz =
∫ ∫

E

f(r cos θ, r sin θ, z) r2 sin θdrdθdϕ が成り立つ.

ここで, r2 sin θ は

det J = det

 xr xθ xϕ

yr yθ yϕ

zr zθ zϕ

 = det

 sin θ cos ϕ r cos θ cos ϕ −r sin θ sinϕ

sin θ sin ϕ r cos θ sinϕ r sin θ cos ϕ

cos θ −r sin θ 0

 より出る.

例２ R :
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
5 1 のとき, I =

∫ ∫ ∫
R

x2 dxdydz を求めたい.

x = aX, y = bY , z = cZ とおくと, R′ : X2 + Y 2 + Z2 5 1 となる.

I =
∫ ∫ ∫

R′
a2X2 abc dXdY dZ = a3bc

∫ ∫ ∫
R′

X2 dXdY dZ

= a3bc

∫ 2π

0

{∫ π

0

(∫ 1

0

r2 sin2 θ cos2 ϕ × r2 sin θ dr

)
dθ

}
dϕ = a3bc

1
5
· 4
3
π =

4π

15
a3bc.

次回やること 第 7.4節 広義積分, 第 7.5節 ガンマ関数とベータ関数, 第 7.6節 曲面積
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微分積分学第二 ６類Ｕクラス 第２９回

1月 14日 (火)の復習テスト 制限時間 15分 出欠の確認をするので, できなくても出すこと.

１ (274頁 例１) I =
∫ ∞

−∞
e−t2 dt, J =

∫ ∫
D

e−x2−y2
dxdy とおく. ただし, D は xy 平面

全体とする. (1) J = I2 であることを示せ.
(2) J を極座標に変換して J = π を示すことにより, I =

√
π であることを示せ.

今日やること 第 7.4節 広義積分, 第 7.5節 ガンマ関数とベータ関数, 第 7.6節 曲面積
広義積分 (272頁～274頁) D がコンパクト集合 (有界閉集合)の増大列 Kn の極限で表せるとする. つ
まり K1 ⊂ K2 ⊂ K3 ⊂ · · · かつ　D のどの点もある Kn には含まれるとする. D をこのような形で表

わす任意の Kn に対して,
∫

Kn

f(x, y) dxdy が一定の値に近づくとき, それを
∫ ∫

D

f(x, y) dxdy と書く.

例１ D : x = 0, y = 0 とする. I =
∫ ∫

D

sin(x2 + y2) dxdy とおく.

(i) Kn : 0 5 x 5 n, 0 5 y 5 n のとき. In =
∫ ∫

Kn

sin(x2 + y2) dxdy とおくと,

In =
∫ n

0

{∫ n

0

sin(x2 + y2) dx

}
dy =

∫ n

0

{∫ n

0

(
sinx2 cos y2 + cos x2 sin y2

)
dx

}
dy

=
∫ n

0

(∫ n

0

sinx2 dx

)
cos y2 dy +

∫ n

0

(∫ n

0

cos x2 dx

)
sin y2 dy. 広義積分

∫ ∞

0

sin t2 dt,
∫ ∞

0

cos t2 dt

の値は共に
1
2

√
π

2
なので, lim

n→∞
In =

(
1
2

√
π

2

)2

+
(

1
2

√
π

2

)2

=
π

4
となる.

(ii) Kn : x2 + y2 5 n2 のとき. 極座標の範囲に直すと, Ln : 0 5 r 5 n, 0 5 θ 5 π

2
.

Jn =
∫ ∫

Kn

sin(x2 + y2) dxdy =
∫ ∫

Ln

sin r2 rdrdθ =
∫ π

2

0

{∫ n

0

sin r2 rdr

}
dθ =

∫ π
2

0

[
−1

2
cos r2

]n

0

dθ

=
∫ π

2

0

1
2

(
1 − cos n2

)
dθ =

[
1
2

(
1 − cos n2

)
θ

]π
2

0

=
(
1 − cos n2

) π

4
. ∴ Jn は振動し lim

n→∞
Jn はない.

(i)(ii)より I は存在しない.

ガンマ関数の定義 (277頁) s > 0 のとき Γ(s) =
∫ ∞

0

xs−1e−x dx でガンマ関数を定義する.

ガンマ関数の性質

1° x = t2 とおくと, t > 0 のとき Γ(s) = 2
∫ ∞

0

t2s−1e−t2 dt.

2° Γ(1) =
∫ ∞

0

x1−1e−x dx = [−e−x]∞0 = 1.

3° 部分積分法と lim
x→∞

xs

ex
= 0 より s > 0 のとき Γ(s + 1) = sΓ(s).

4° n が正の整数のとき, 2°と 3°より Γ(n) = (n− 1)! となる. よって, Γ 関数は階乗を実数に拡張し

たものの一つとみなせる. 例えば, Γ
(

1
2

)
=

(
−1

2

)
! と考えられる.

5° Γ
(

1
2

)
=

√
π である. なぜなら, Γ

(
1
2

)
=

∫ ∞

0

x
1
2−1e−x dx =

∫ ∞

0

e−x

x
1
2

dx. …… 1© x = t2

とおくと,
dx

dt
= 2t より dx = 2tdt となる. 積分変数の動く範囲は,

t 0 → ∞
x 0 → ∞

となる. よって,

1© =
∫ ∞

0

e−t2

t
2tdt = 2

∫ ∞

0

e−t2 dt =
∫ ∞

−∞
e−t2 dt. ここで, 被積分関数が偶関数であることを用いた.

復習テストより, この値は
√

π なので, Γ
(

1
2

)
=

√
π となる. つまり,

(
−1

2

)
! =

√
π.

6° lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n

= e であった. これを一般化して, 関数

{(
1 − x

n

)n

(0 5 x 5 n のとき)
0 (x > n のとき)

が n

に関して単調に増加して連続関数 e−x (x = 0) に収束することがわかる. この収束は広義一様になり

Γ(s) = lim
n→∞

∫ n

0

xs−1
(
1 − x

n

)n

dx を得る.
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7°(ガウスの公式) 6°の定積分を x = nt で変数変換すると Γ(s) = lim
n→∞

nsn!
s(s + 1)(s + 2) · · · (s + n)

.

8°(ワイエルシュトラスの無限積表示)
1

Γ(s)
= eγss(1 + s)e−s

(
1 +

s

2

)
e−

s
2

(
1 +

s

3

)
e−

s
3

(
1 +

s

4

)
e−

s
4 × · · ·. ここで, γ = 0.57721566 · · ·

9°(スターリングの公式) lim
s→∞

Γ(s + 1)√
2πs · sse−s

= 1. 特に n が正の整数のとき s = n とおくと,

lim
n→∞

n!√
2πn · nne−n

= 1. よって, n! は
√

2πn · nne−n で近似できることがわかる. (誤差は∞になる.)

10°(282頁例 1) n 次元の球体 x1
2 + x2

2 + · · · + xn
2 5 a2 の体積は,

(
√

π)n

Γ
(n

2
+ 1

)an. 特に

4次元の球体の体積は,
(
√

π)4

Γ
(

4
2

+ 1
)a4 =

π2

Γ(3)
a4 =

π2

2!
a4 =

π2

2
a4.

ベータ関数の定義 (277頁) p > 0, q > 0 のときB(p, q) =
∫ 1

0

xp−1(1−x)q−1 dx でベータ関数を定義.

ベータ関数の性質

1° x =
y

1 + y
とおくと, B(p, q) =

∫ ∞

0

yp−1

(1 + y)p+q
dy. 特に, p+q = 1のとき,

∫ ∞

0

yp−1

1 + y
dy =

π

sin pπ
.

2° x = sin2 θ とおくと, B(p, q) = 2
∫ π

2

0

sin2p−1 θ cos2q−1 θ dθ.

3° 部分積分法により, B(p, q + 1) =
q

p
B(p + 1, q) がわかる. B(p + q − 1, 1) =

1
p + q − 1

なの

で, p, q が自然数のとき, 数学的帰納法により B(p, q) =
(p − 1)!(q − 1)!

(p + q − 1)!
となる. Γ 関数で表すと,

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)
Γ(p + q)

となる. これは, p, q が正の実数の場合にも成り立つ. 実際, ガンマ関数の性質 1°

より Γ(p)Γ(q) = 4
∫ ∞

0

x2p−1e−x2
dx

∫ ∞

0

y2q−1e−y2
dy = 4

∫ ∞

0

∫ ∞

0

x2p−1y2q−1e−x2−y2
dxdy. これを

極座標に変換すると Γ(p + q)B(p, q) になる.

4°
∫ b

a

(t − a)p−1(b − t)q−1 dt は t =
x − a

b − a
とおくと, B(p, q)(b − a)p+q−1 になる. 特に

p = 2, q = 2 のとき,
∫ b

a

(t − a)2−1(b − t)2−1 dt = B(2, 2)(b − a)2+2−1 =
Γ(2)Γ(2)
Γ(2 + 2)

(b − a)3

⇐⇒
∫ b

a

(t − a)(b − t) dt =
(2 − 1)!(2 − 1)!

(2 + 2 − 1)!
(b − a)3 =

1
6
(b − a)3.

5° Γ
(

1
2

)
=

√
π となる. これはガンマ関数の性質 5°で書いた事実と同じである. B(p, q) =

Γ(p)Γ(q)
Γ(p + q)

に p =
1
2
, q =

1
2
を代入するとすぐに証明できる.

曲面積の公式 (283頁) 曲面 S : (x, y, z) = (f(u, v), g(u, v), h(u, v)) ((u, v)は D を動く) において, u

が微小量 ∆u だけ増えると, 点の動きの 1次近似は (fu(u, v)∆u, gu(u, v)∆u, hu(u, v)∆u) である.
また v が微小量 ∆v だけ増えると, 点の動きの 1次近似は (fv(u, v)∆v, gv(u, v)∆v, hv(u, v)∆v) である.
この 2ベクトルで張られる平行四辺形の微小面積∆A は, 外積を用いて,
∆A = |(fu(u, v), gu(u, v), hu(u, v))∆u × (fv(u, v), gv(u, v), hv(u, v))∆v|

=
∣∣∣∣(det

(
gu(u, v) hu(u, v)
gv(u, v) hv(u, v)

)
, det

(
hu(u, v) fu(u, v)
hv(u, v) fv(u, v)

)
,det

(
fu(u, v) gu(u, v)
fv(u, v) gv(u, v)

))∣∣∣∣.
よって, 曲面 S の面積 A は,

A =
∫ ∫

D

√
(guhv − gvhu)2 + (hufv − hvfu)2 + (fugv − fvgu)2dudv で計算できる.

特に z = f(x, y) ((x, y) ∈ D) のとき, A =
∫ ∫

D

√
fx

2 + fy
2 + 1dxdy で計算できる.

次回やること 第 7.6節 曲面積, 第 7.7節 線積分と面積分
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微分積分学第二 ６類Ｕクラス 第３０回

1月 21日 (火)の復習テスト 制限時間 15分 出欠の確認をするので, できなくても出すこと.
１ (演習問題 298頁 10(ii)) 0 < a < b とする. 太さが a , 穴の半径が b のトーラス (ドーナツ

の表面)上の点は ~x =

 (b + a cos θ) cos ϕ

(b + a cos θ) sin ϕ

a sin θ

 (θ, ϕ) ∈ D と表わされる. ここで,

D1 : 0 5 θ 5 2π, 0 5 ϕ 5 2π である.
(1) ~x の各成分を θ, ϕ で微分して得られるベクトル ~xθ, ~xϕ を求めよ.

(2) 外積 ~xθ × ~xϕ が a(b + a cos θ)

− cos θ cos ϕ

− cos θ sinϕ

− sin θ

 であることを示せ.

(3)
∫ ∫

D1

√
~xθ × ~xϕ dθdϕ を計算し, トーラスの表面積が, 4π2ab であることを示せ.

(4) トーラスが (
√

x2 + y2 − b)2 + z2 = a2 と表わされることを示せ.

(5) f(x, y) =
√

a2 − (
√

x2 + y2 − b)2, (x, y) ∈ D2 とおく.
ここで, D2 : (b − a)2 5 x2 + y2 5 (b + a)2 である. このとき,√

1 + {fx(x, y)}2 + {fy(x, y)}2 =
a√

a2 − (
√

x2 + y2 − b)2
となることを示せ.

(6)
∫ ∫

D2

√
1 + {fx(x, y)}2 + {fy(x, y)}2 dxdy を計算し, トーラスの表面積が, 4π2ab である

ことを示せ.
(7) もっと簡単に出せないだろうか.

今日やること 第 7.6節 曲面積, 第 7.7節 線積分と面積分
線積分

曲線 C が, a 5 t 5 b, (x, y) = (x(t), y(t)) とパラメーター表示されるとき, 線積分∫
C

f(x, y)dx + g(x, y)dy は
∫ b

a

(
f(x(t), y(t))

dx

dt
+ g(x(t), y(t))

dy

dt

)
dt で計算できる.

曲線 C が, a 5 t 5 b, (x, y, z) = (x(t), y(t), z(t)) とパラメーター表示されるとき, 線積分∫
C

f(x, y, z)dx + g(x, y, z)dy + h(x, y, z)dz は∫ b

a

(
f(x(t), y(t), z(t))

dx

dt
+ g(x(t), y(t), z(t))

dy

dt
+ h(x(t), y(t), z(t))

dz

dt

)
dt で計算できる.

定義は, 細かく切って足した極限である.
グリーンの定理

単純閉曲線上を反時計回りに一周する積分路 C が a 5 t 5 b,

(x, y) = (x(t), y(t)) で表わされるとする. C で囲まれた部分を D とおく.∫
C

f(x, y)dx + g(x, y)dy =
∫ ∫

D

(
−∂f

∂x
+

∂g

∂y

)
dxdy が成り立つ.

グリーンの定理の利用例

xy 平面上の図形 D の境界を C とおく. ただし, C の向きは C に沿って進んだとき, 左手が内側に
来るように付ける.∫

C

(
−y

2
dx +

x

2
dy

)
=

∫ ∫
D

{
− ∂

∂y

(
−y

2

)
+

∂

∂x

(x

2

)}
dxdy より,

1
2

∫
C

xdy − ydx =
∫ ∫

D

(
1
2

+
1
2

)
dxdy =

∫ ∫
D

1dxdy = (D の面積) × 1 = (D の面積).
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面積分

曲面 S : (x, y, z) = (x(s, t), y(s, t), z(s, t)) ((s, t) ∈ D) 上の面積分

I =
∫ ∫

S

f(x, y, z)dydz + g(x, y, z)dzdx + h(x, y, z)dxdy は, 外積 (法線ベクトル)が外向きなら,

I =
∫ ∫

D

 f(x, y, z)
g(x, y, z)
h(x, y, z)

 ·


 xs

ys

zs

 ×

xt

yt

zt


 dsdt =

∫ ∫
D

 f(x, y, z)
g(x, y, z)
h(x, y, z)

 ·

 yszt − zsyt

zsxt − xszt

xsyt − ysxt

 dsdt

=
∫ ∫

D

{f(x, y, z)(yszt − zsyt) + g(x, y, z)(zsxt − xszt) + h(x, y, z)(xsyt − ysxt)} dsdt で計算される.

ガウスの発散定理

立体 K の表面を S とおく.∫ ∫
S

p(x, y, z)dydz + q(x, y, z)dydz + r(x, y, z)dzdx =
∫ ∫ ∫

K

(
∂p

∂x
+

∂q

∂y
+

∂r

∂z

)
dxdydz が成り立つ.

ストークスの定理

xyz 空間内の境界のある曲面 S の境界を C とおく.∫
C

p(x, y, z)dx + q(x, y, z)dy + r(x, y, z)dz

=
∫ ∫

S

(
∂r

∂y
− ∂q

∂z

)
dydz +

(
∂p

∂z
− ∂r

∂x

)
dydz +

(
∂q

∂x
− ∂p

∂y

)
dzdx が成り立つ.

問題

２ 原点の周りを反時計まわりに一周する積分路を C, C で囲まれた領域を D とおく.

(8)
∫

C

− y

x2 + y2
dx +

x

x2 + y2
dy にガウスの定理を適用すると

∫ ∫
D

0 dxdy = 0 となるが, C を原点

中心半径 r の円とすると, 2π になる. どこを間違ったか.
３ K を原点中心, 半径 1の上半球体とする. K : x2 + y2 + z2 5 1, z = 0 とおける.
パラメーター表示では,
(x, y, z) = (r sin θ cos ϕ, r sin θ sin ϕ, r cos θ) (0 5 r 5 1, 0 5 θ 5 π, 0 5 ϕ 5 2π) とおける.
SをK の境界とする. Sは上半球面H : x2+y2+z2 = 1, z = 0とxy平面上の円板D : x2+y2 5 1, z = 0
からなる.
パラメーター表示では, H は, (x, y, z) = (s, t,

√
1 − s2 − t2) (s2 + t2 5 1) や

(x, y, z) = (sin θ cos ϕ, sin θ sinϕ, cos θ)
(
0 5 θ 5 π

2
, 0 5 ϕ 5 2π

)
とおける.

D は (x, y, z) = (s, t, 0) (s2 + t2 5 1) や
(x, y, z) = (r cos θ, r sin θ, 0) (0 5 r 5 1, 0 5 θ 5 2π) とおける. 次を求めよ.

(9)
∫ ∫

S

xdydz + ydzdx + zdxdy.

(10)
∫ ∫

S

ydydz + zdzdx + xdxdy.

４ S を, xz 平面上の放物線の一部 z = 1 − x2 (0 5 x 5 1) を z 軸で回転して得られる曲面とする.
S : z = 1 − x2 − y2, z = 0 とおける.
パラメーター表示では, (x, y, z) = (s, t, 1 − s2 − t2)(s2 + t2 5 1) や
(x, y, z) = (r cos θ, r sin θ, 1 − r2) (0 5 r 5 1, 0 5 θ < 2π) とおける.
C を S の境界とすると, C : x2 + y2 = 1, z = 0 である. パラメーター表示では,
(x, y, z) = (r cos θ, r sin θ, 0) (0 5 θ < 2π) とおける. 次を求めよ.

(11)
∫

C

zdx + xdy + ydz

(12)
∫

C

xdx + ydy + zdz.

次回やること 今までやったことの復習

次々回やること 期末試験


