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第１回	 １変数関数の微積分  
無機材料工学科 
安田公一	  

 
１．はじめに  
	 ガリレオ・ガリレイは言いました．『自然という書物は数学という言葉で書かれている．』．

材料も数学の言葉で書かれているとすれば，材料科学の出身者も数学を読み解く力をつけ

なくてはなりません．皆さんには，材料科学を基盤にして，将来，機械工学，電気工学，

建設工学，生物工学など隣接する工学分野にどんどん進出していって，そこで，大いに活

躍してほしいと思っています．そのためには，学生時代に，数学の素養をしっかり身につ

けておくことが重要です． 
 
２．微積分の基礎  
２．１	 関数の連続性  
関数 f(x)が閉区間[a,b]で定義されているものとし，開区間(a,b)の任意の元 c で関数 f(x)

が連続であるということは， 

)1()()(lim
0

cfhcf
h

=+
→

 

これを別の書き方で書くと， 

)2()()(lim cfxf
cx

=
→  

とすることもできる． 
  
	 ２．２	 微分の定義  
関数 f(x)が開区間(a,b)で定義されている．開区間(a,b)のある１つの元 cを考える．0でな

い絶対値の小さい数 hをとり，差分Δf(c)＝f(c+h)-f(c)と hとの比 

€ 

f (c + h) − f (c)
h

(3) 

を差分商という．さらに，hを 0に限りなく近づけた時に，この比が極限値 Aに収束する
ならば，すなわち， 

€ 

lim
h→0

f (c + h) − f (c)
h

= A (4)  

ならば，Aを cにおける f(x)の微分商あるいは微分係数といい， 

€ 

f '(c) df (c)
dx

(5) 

と書く．そして f(x)は cで微分可能である，または，可微分であるという．（4）式は次のよ
うに書くこともできる． 

€ 

f (c + h) − f (c) = hA + hφ(c,h) (6)  
	 逆に，この式によってφ(c,h)を定めると， 

または 
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€ 

lim
h→0

φ(c,h) = 0 (7) 

となる．hは限りなく 0に近づく変量であるが，これを１位の無限小という． 
	 一般に，hに依存する量 g(h)が与えられたとき，h->0で 

€ 

g(h)
h

(8)  

が有界ならば，g(h)は h とたかだか同位の無限小であるといい，ランダウ記号（大文字 O
のランダウ記号）を用いると， 

€ 

g(h) =O(h) (9)  
と表す．一方， 

€ 

lim
h→0

g(h)
h

= 0 (10)  

ならば，g(h)は h よりも高位の無限小であるといい，ランダウ記号（小文字 o のランダウ
記号）で表すと， 

€ 

g(h) = o(h) (11) 
となる．(6)式をランダウ記号でかくと， 

€ 

f (c + h) − f (c) = hf '(c) + o(h) (12)  
この式は hが十分小さければ，次のように近似できる． 

€ 

f (c + h) ≅ hf '(c) + f (c) (13)  
これは，xが c+hである点における関数値 f(c+h)を，xが cである点の関数値 f(c)に，傾き f’(c)
の直線で，x軸上 hだけ離れた点に動いた時の y軸上の変化分を足して近似していることと
同じになる． 
	 関数 f(x)が閉区間[a,b]で定義されていて，開区間(a,b)で関数 f(x)が微分可能であり，かつ，
端点 aが右微分係数を持ち，端点 bが左微分係数を持つとき，関数 f(x)は閉区間[a,b]で微分
可能であるという．このとき，cを閉区間[a,b]で動かすと，閉区間[a,b]上で f’(x)が定義でき
る．これを，関数 f(x)の導関数といって 

€ 

d
dx

f (x) df (x)
dx

(14) 

と表す． 
 
２．３	 テイラーの公式  
テイラーの公式は，可微分な任意関数 f(x)を１点の近くで多項式を用いて近似的に表すと

いうものである．テイラーの公式で多項式に展開することを，テイラー展開，その結果得

られる級数をテイラー級数という．x=0 で展開した場合は，特に，マクローリン展開とい
う． 
	 関数 f(x)が閉区間[a,b]で定義され，定義域で n回微分可能であるとする．この区間内の任
意の点αとβを選ぶ（α＜βとする）．f(β)を f(α)，f’(α)，f’’(α)で表すことを考える．今， 

€ 

f (β) − f (α) −
f (r ) α( )
r!r=1

n−1

∑ (β −α)r = λ
(β −α)n

n!
(17) 

が成り立つようなλが定まったとする．さらに，新しい関数 g(x)を， 

または 
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€ 

g(x) = f (β) − f (x) −
f (r) x( )
r!r=1

n−1

∑ (β − x)r − λ (β − x)
n

n!
(18) 

のように定めると，g(β)＝g(α)=0 となる．g(x)は区間[α,β]で１回微分可能であるから，
ロルの定理により，ある c（α＜c＜β）が選べて，g’(c)=0となる．そこで，ライプニッツ
の公式（関数の積の微分）より， 

€ 

" g (x) = − " f (x) −
f (r+1) x( )

r!r=1

n−1

∑ (β − x)r +
f (r) x( )
(r −1)!r=1

n−1

∑ (β − x)r−1 + λ
(β − x)n−1

(n −1)!

=
(β − x)n−1

(n −1)!
(− f (n )(x) + λ) (19)

 

となる．ここで，右辺第１項は，右辺第３項の r=1の時と相殺，右辺第２項の r=1から n-2
までの和は，右辺第３項の r=2 から n-1 までの和と相殺するので，右辺第２項の r=n の項
と右辺第４項が残る．ロルの定理で選んだ cは g’(c)＝0なので，λ=f(n)(c)となる．このλを
(17)式に代入すると， 

€ 

f (β) − f (α) −
f (r ) α( )
r!r=1

n−1

∑ (β −α)r = f (n )(c) (β −α)
n

n!
(20)  

となる．これより，次のテイラーの公式が得られる．『関数 f(x)が閉区間[a,b]で n 回微分可
能ならば， 

€ 

f (β) =
f (r) α( )
r!r= 0

n−1

∑ (β −α)r + f (n )(c) (β −α)
n

n!
(21) 

 
を満たす c(α<c<β)が存在する．』	  
 
２．３	 積分  
与えられた関数 f(x)に対して， 

€ 

g'(x) = f (x) (23)  
 

を満たす g(x)を f(x)の原始関数という．f(x)の原始関数はただ１つではない．１つの原始関
数が求まると，他の原始関数はすべて 

€ 

F(x) = g(x) + C (24)  
の形で与えられる．ただし，Cは任意の定数である．この原始関数 F(x)のことを， 

€ 

f (x)dx (25)∫  

と表して，f(x)の不定積分ともいう．不定積分の計算には，置換積分と部分積分が用いられ
る．置換積分は，『x=φ(t)が導関数を持つとき，次の公式が成り立つ．』 

€ 

f (x)dx = f (φ(t)) # φ (t)dt (26)∫∫  

ただし，右辺で得られた不定積分は t の関数になっているので，x=φ(t)を逆に解いた	 	 	 
t=φ-1(x)を代入して，xの関数に戻すようにする． 
	 部分積分は，『２つの関数 f(x)と g(x)の積の不定積分は，次の関係式が成り立つ．』 

€ 

(27) 
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	 定積分はもともと，面積を求めるところから始まっている．関数 f(x)が閉区間[a,b]で連続
であったとき，[a,b]の n分割（等分割でなくてもよい） 

  

€ 

Δ : a = x0 < x1 < < xn = b (28) 
に対して，各小区間[xk-1,xk]における f(x)の最大値，最小値をそれぞれ Mk，Lkとする．また，

[xk-1,xk]内の勝手な点ξkを取る．このようにすると，次の３種類の和が定義できる． 

€ 

SΔ ,min = Lk
k=1

n

∑ (xk − xk−1) (29)

SΔ ,max = Mk
k=1

n

∑ (xk − xk−1) (30)

SΔ = f (ξk )
k=1

n

∑ (xk − xk−1) (31)

 

定義より， 

€ 

Lk ≤ f (ξk ) ≤ Mk (32)  
なので， 

€ 

SΔ ,min ≤ SΔ ≤ SΔ ,max (33)  
となり，差は， 

€ 

SΔ ,max − SΔ ,min = (Mk − Lk )(xk − xk−1)
k=1

n

∑ (34)  

となる．ここで，分割幅の最大値を|Δ|=max(xk-xk-1)	 （kは１から nまで）と定義すれば，
|Δ|->0とするとき，SΔ,minも，SΔ,maxも分割の取り方に関わらず一定値αに近づくならば，S

Δもまたαに近づく．すなわち， 

€ 

lim
Δ →0

SΔ =α (35) 

このαは点ξk（kは 1から nまで）の取り方によらない．この極限値αを aから bまでの
定積分と呼び， 

€ 

f (x)dx
a

b

∫ (36) 

と書く．これをリーマン積分という． 
  
余談１ 
① ヘビサイドのステップ関数 H(x)は，x=0で連続でないので，初等解析の段階では，x=0
で微分することができない．しかし，超関数（distribution）という積分を使った関数
関係の理論によれば，原点で微分することができて，それは，ディラックのデルタ関

数δ(x)になる． 
② 次のような関数を考える． 
関数 f(x)は，閉区間[a,b]で定義され，x∈[a,b]が有理数ならば f(x)=1，無理数ならば
f(x)=-1であるような関数である．この関数は，区間[a,b]でリーマン積分の意味では積
分することができない．なぜならば，どんな分割Δを取ったとしても， 

)(
)(

max,

min,

abS
abS

−=

−−=

Δ

Δ  
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となって，分割を細かくしても収束しないからである．ところが，ルベーグ積分とい

うｙ軸上の分割から出発する積分の計算の仕方では，この関数の積分ができて，-(b-a)
という値になる． 

 
演習問題１ 
 

１． )0()( ≥= xxxf の導関数を，微分の定義に従って求めよ． 

 
２．f(x)=(1-x)-1を x=0のまわりでテイラー展開せよ． 
 
３．f(x)が[a,b]で連続な時， 

€ 

g(x) = (x − t) f (t)dt
a

x

∫  

	 とする．ｇ’(x)，g’’(x)を求めよ． 
 

４．

€ 

dx
x 2 − a2∫ (a ≠ 0)を求めよ． 

 

５．

€ 

log x∫ dxを求めよ． 


