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第２回レポート　解答と解説

1. 写像 f : R − {−1} → R − {3}を次の式で定義する. このとき, f が全単射である
ことを示し, f の逆写像 f−1を求めよ.

f(x) :=
3x − 2

x + 1
(x ∈ R − {−1})

解答例　任意の x ∈ Rに対し, x 6= −1であれば x + 1 6= 0であるから, f(x) =

(3x− 2)/(x + 1)は実数である. また, f(x) = 3となるような x ∈ R−{−1}が存在す
ると仮定すると, (3x− 2)/(x + 1) = 3, 従って 3x− 2 = 3x + 3, −2 = 3となり, 矛盾
が生じる. よって, f(x) ∈ R − {3}である. すなわち, 写像 f : R − {−1} → R − {3}
は正しく定義されている.

Ê f が単射であること：任意に x1, x2 ∈ R − {−1}をとる. f(x1) = f(x2)である
とする. 写像 f の定めかたから,

3x1 − 2

x1 + 1
=

3x2 − 2

x2 + 1

となる. 両辺に (x1 + 1)(x2 + 1)をかけると, (3x1 − 2)(x2 + 1) = (3x2 − 2)(x1 + 1)

となる. これを展開すると, 3x1x2 + 3x1 − 2x2 − 2 = 3x1x2 − 2x1 + 3x2 − 2となる.

よって, x1 = x2となる. 以上より, f は単射である.

Ë f が全射であること：任意に y ∈ R − {3}をとる. y 6= 3より−y + 3 6= 0であ
るから, 実数 xを

x =
y + 2

−y + 3

と定める. x = −1であると仮定すると, −1 = (y +2)/(−y +3)であり, y−3 = y +2,

−3 = 2となって矛盾が生じる. よって, x 6= −1であり, x ∈ R−{−1}である. また,

f(x) = f

(
y + 2

−y + 3

)
=

3(y + 2)/(−y + 3) − 2

(y + 2)/(−y + 3) + 1
=

3(y + 2) − 2(−y + 3)

(y + 2) + (−y + 3)

=
3y + 6 + 2y − 6

y + 2 − y + 3
=

5y

5
= y

となる. 以上より, f は全射である.

Ì f の逆写像：任意に y ∈ R − {3}をとる. Ëより (y + 2)/(−y + 3) ∈ R − {−1}
であり, f((y + 2)/(−y + 3)) = yである. Êより f は単射であるから, f によって y

に写るようなR − {−1}の元は (y + 2)/(−y + 3)のみである. 従って,

f−1(y) :=
y + 2

−y + 3

とおけば, これが f の逆写像 f−1 : R − {3} → R − {−1}を与える. �
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解説・講評　問題１は与えられた写像が全単射であることを示す問題です. f の単射性を２
点, 全射性を２点, 逆写像の導出を３点とし, ７点満点で採点しました. よくできていました.
f が全射であることの証明の部分で, 任意の y ∈ R − {3}に対し (y + 2)/(−y + 3) 6= −1で
あることをきちんと示していない答案が多く見受けられました. ここをさぼってしまうと,
(y + 2)/(−y + 3)が f の定義域 R − {−1}に含まれるかどうかが曖昧になってしまいます.
今回は, f の導関数を用いたり, f の分数関数としての性質を無条件に用いている答案に

は厳しい点をつけました. １つの理由は, 単射や全射の定義をチェックするという書き方に
なっていなかったためです. もう１つの理由は, 解答例と同じレベルの厳密な証明をその方
法で行うとすると中間値の定理や平均値の定理が使われるはずなのですが, それを明記した
答案がなかったためです.

2. R2 × R2の部分集合Gを次のように定める.

G := {(x, y) ∈ R2 × R2 |ある a ∈ R − {0}が存在して y = axとなる }

x, y ∈ R2に対し, (x, y) ∈ Gであることを xρ yと書く. ρがR2上の同値関係である
ことを示せ.

解答例　Ê ρが反射律をみたすこと：任意に x ∈ R2をとる. 1 ∈ R − {0}であり,

x = 1 · xである. よって, xρ xである.

Ë ρが対称律をみたすこと：任意にx, y ∈ R2をとる. xρ yならば,ある a ∈ R−{0}
が存在して y = axとなる. このとき, a−1 ∈ R − {0}であり, x = a−1yである. よっ
て, yρ xである.

Ì ρが推移律をみたすこと：任意に x, y, z ∈ R2をとる. xρ yかつ yρ zであると
する. xρ yなので, ある a ∈ R − {0}が存在して y = axとなる. yρ zなので, ある
b ∈ R − {0}が存在して z = byとなる. よって, z = by = b(ax) = (ab)xとなる. こ
こで, ab ∈ R − {0}である. 従って, xρ zである.

Ê, Ë, Ìより, ρはR2上の同値関係である. �

解説・講評　問題２は与えられた二項関係が同値関係であることを示す問題です. 反射律,
対称律, 推移律の証明を各１点とし, ３点満点で採点しました. とてもよくできていました.
ただ, 対称律, 推移律の証明では, 特殊な aの値を自分で決めて議論を進めたり, 示すべきこ
とと異なることを示したりしている答案が散見されました. 解答例などを参考にして復習す
ることをお勧めします.
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