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【1】

(i) 3 次元デカルト座標 (x, y, z) と 3 次元極座標

(r, θ, ϕ)との関係は

x = r sin θ cosϕ (1)

y = r sin θ sinϕ (2)

z = r cos θ (3)

である．3次元極座標の基本ベクトル er，eθ，eϕを

3次元デカルト座標の基本ベクトル i，j，kで表せ．

(※) 北極から測った「緯度」が θ (極角)，x軸の正

の側から y 軸の正の側へ測った「経度」が ϕ (方位

角)である．したがって，角度の範囲は 0 ≤ θ ≤ π，

0 ≤ ϕ < 2πである．極角は地理的な緯度とは測り方

が違うことに注意．方位角は西経を使わずに全部東経で測ったことになっている．

(ii) r ∼ r + dr，θ ∼ θ + dθ，ϕ ∼ ϕ+ dϕの部分の微小体積要素が

dV = r2 sin θ dr dθ dϕ (4)

であることを説明せよ．

(iii)

dV = r2 sin θ dr dθ dϕ (5)

を用いて，球の体積 (4/3)πR3を導け．

(iv) 球の表面積の公式を既知として，球の半径 r ∼ r + drの部分の微小体積 dVrを求めよ．

(v) 点 (r, θ, ϕ)と点 (r + dr, θ + dθ, ϕ+ dϕ) の間の微小距離はどのようになるか．

【2】

F (r) = (x, y)であるとき，2つの経路

C1：(0, 0) ⇒ (1, 1)の直線．

C2：放物線 y = x2に沿って (0, 0)から (1, 1)へ

に沿った線積分

W1 =

∫
C1

F · dl, W2 =

∫
C2

F · dl (1)

を計算したい．dlの意味は dl = (dx, dy)である (つまり，接線方向の微小ベクトル)．

(※) 最も単純な場合には仕事W が力 F と質点の移動距離 lとの積 Flであるの既に知っているは

ず．実際，地上付近で質点mを hだけ持ち上げるときの仕事mghはおなじでみであろう．では，

力F (ベクトル！)が場所によって異なっていたり質点 (など)が動く方向がいろいろ変わったりし

たらどうするのか．例によって，微小な動き dlに対しては力F が変化しないと思って，微小な仕

事 dW = F · dlを積分すればよい．これが (1)の線積分の意味である．
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(i) 2次元平面上の話だが，積分は線に沿って行われるので本質的に 1次元の積分である．具体的

にはパラメーター表示を使うのが一番簡単である．パラメーター tが 0 ≤ t ≤ 1であるとして，C1

はどのように表したらよいか

(ii) C1のパラメーター表示を使って F · dlをパラメーター tで表現せよ．

(iii)

W1 =

∫
C1

F · dl (2)

を求めよ．

(iv) (i)～(iii)と同様の方針で

W2 =

∫
C2

F · dl (3)

を求めよ．

(v) (i)の F (r)の代わりにG(r) = (y, 0)として，2つの経路 C1,C2に沿った線積分

W ′
1 =

∫
C1

G · dl, W ′
2 =

∫
C2

G · dl (4)

を計算せよ．

【3】

(i) f(x, y, z) = 3x2yz3 + 2xyについて

∂f

∂x
,

∂f

∂y
,

∂f

∂z
(1)

を求めよ

(ii) g(x, y, z) = 2x3yz2を xについて 0から 2まで積分せよ.

(iii)2次元平面のデカルト座標と極座標の関係は

x = r cos θ, y = r sin θ (2)

と表されます．∂r/∂x、∂r/∂yを求めよ。

(iv) 図で dx = r dθとしてよいかどうか論ぜよ．

r

dθ

dx

【4】

質点mがポテンシャル

U(x) =
ax20
x2

− 3ax0
x

(1)

中で 1次元運動をしている．ただし，aと x0は正の定数で，x > 0である，

(i) aと x0の次元は何か．

(ii) 質点のエネルギーが

E = −5a

4
(2)
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であるとき，質点の運動範囲を求めよ．

(iii) (ii)の条件でポテンシャルの底で質点の速さはいくらか．

(iv) 質点を無限遠まで到達させるためにはポテンシャルの底での質点の速さをいくらにすればよ

いか．
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