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1 第 2章
1.1 問 2
1. 確率の定義より∫

p(x)dx = 1 (1)

が成立するような Aを求めれば良い。

1 = A

∫ ∞

−∞

1

ex + e−x
dx

= A

∫ ∞

0

dt

t2 + 1
(ex = t)

= A
[
tan−1(t)

]∞
t=0

= A
π

2

A =
2

π

2. 累積分布関数の定義は以下の通り

P (a) =

∫ a

−∞
p(x)dx (2)

定義と先ほどの問題と同様の変数変換により

P (a) =
2

π

∫ a

−∞

1

ex + e−x
dx

=
2

π

[
tan−1(t)

]ea
t=0

=
2

π
tan−1(ea)

3. 本問題は教科書の最後の方の解答が誤りである。区
間 [0 1]の連続一様分布に従う確率変数をXとし、本

問題で与えられている確率密度関数に従う確率変数

を Y とすると、以下のような変数変換で求めること

が可能

X =
2

π
tan−1(eY ) (3)

一変数での変数変換であれば以下のように求めるこ

とができる。

pY (y) = pX(x)
∣∣∣dx
dy

∣∣∣
=

2

π

1

1 + (ey)2
ey

=
2

π

1

ey + e−y

ただし、途中の式変形では区間 [0 1]の連続一様分布

は pX(x) = 1(0 < x < 1)を利用し、また (tan−1)′ =

(1 + x2)−1 を利用した。

1.2 問 3

本問題はボックス・ミュラー法と呼ばれる一様分布か

ら標準正規分布を生成する方法である。元々の形が非常

に煩雑なため、ある程度簡単化するために以下のような

変数変換を行い、それぞれの確率変数に関して確率密度

関数を算出する。

S =
√
−2 lnX (4)

T = cos(2πY ) (5)

この式を逆にX,Y について解き直すと

X = e−s2/2 (6)

Y =
1

2π
cos−1(T ) (7)

となる。1変数の場合の変数変換は上述のように求める
ことができるため

pS(s) = pX(x)|dx
ds

∣∣∣
= se−s2/2

pT (t) = pY (y)|
dy

dt

∣∣∣
=

1

2π

1√
1− t2

最後に Zの確率密度関数を求める。2変数から 1変数の
確率変数を算出するには以下の式を用いる必要がある。

pZ(z) =

∫ ∞

0

∫ 1

−1

δ(z − st)pS(s)pT (t)dsdt

=

∫
|s|>z

pS(s)pT (z/s)

|s|
ds

=

∫
|s|>z

se−s2/2

|s|
|s|

2π
√
s2 − z2

ds

=
1

2π

∫
|s|>z

se−s2/2

√
s2 − z2

ds

=
1

π

∫ ∞

z

se−s2/2

√
s2 − z2

ds



続いて、何度かの変数変換を行うと算出できる

=
1

π

∫ ∞

0

e−(a+z2)/2

√
a

da/2 (a = s2 − z2)

=
e−z2/2

2π

∫ ∞

0

e−a/2

√
a

da

=
e−z2/2

2π

∫ ∞

0

e−b2/2

b
2bdb (b =

√
a)

=
e−z2/2

π

∫ ∞

0

e−b2/2db

=
e−z2/2

π

√
π/2

=
e−z2/2

√
2π

第 2回の付録のデルタ関数の性質を利用し、またガウス
積分により最後の積分を終えた。ガウス積分を行わなく

とも正規分布の性質を利用して求めることも可能である。

2 第 3章
2.1 問 1
こちらは問題文の分散の式に誤りがあり、以下の式が

正しい。

V (X+Y ) = V (X)+V (Y )+2E(XY )−2E(X)E(Y ) (8)

2.2 問 3
1. マルコフ不等式を f(x) = |x|p (p > 0)として利用。

P (|X|p > tE(|X|p)) ≤ 1/t

P (|X| > (tE(|X|p))1/p) ≤ 1/t

ここで ε = (tE(|X|p))1/pとし、更に tについて解い

て右辺の tに代入すれば

t = εp/E(|X|p)
P (|X| > ε) ≤ E(|X|p)/εp

2. X → Xn − X と置換すれば n → ∞としたとき右
辺は p次平均収束するため 0に収束する。このため、

前問の不等式より確率収束することがわかる。

3 第 4章
3.1 問 1
1. 与えられている式はテイラー展開により導かれる式
である。またポアソン分布は離散分布であるため、積

分ではなく、nに関しての和の演算を行うことで特

性関数を求めることができる。

φ(t) =
∞∑

n=0

λn

n!
e−λeitn

= e−λ
∞∑

n=0

(eitλ)n

n!

= e−λeλe
it

= eλ(e
it−1)

となる。途中で与えられた式を用いた。次の問題は

特性関数とモーメントの関係を使えば容易に求めら

れる。

3.2 問 3
確率変数 X,Y が独立であるため、E(et(X+Y )) =

E(etX)E(etY )が成立する。このため、

kn(X + Y ) =
dn

dtn
log(E(et(X+Y )))

=
dn

dtn
log(E(etX)E(etY ))

=
dn

dtn
log(E(etX)) +

dn

dtn
log(E(etY ))

= kn(X) + kn(Y )

となる。

4 第 5章
4.1 問 2
δ関数を用いると離散の確率分布を連続確率分布へと

変形することができる。この場合、分布は連続になっ

ているため、積分で平均や分散を求めることができる。

ベイズの定理より、p(x, y) = p(y|x)p(x) となるため、
p(y|x) = p(x, y)/p(x) となる。問 1 の結果を用いるこ
とで

r(x) =

∫
y
p(x, y)

p(x)
dy

=
1

p(x)

∫
y[aδ(y)p0(x) + (1− a)δ(y − 1)p1(x)]dy

=
1

p(x)
[(1− a)p1(x)]

= p(n = 1|x)

となる。

5 第 6章
5.1 問 2
以下のように確率変数X を定義する。

X =

{
1 (pX(x = 1) = p)

0 (pX(x = 0) = 1− p)
(9)

また、独立でXと同一な分布に従う確率変数X1, ..., Xn

を定義し、新しい確率変数 Ynを以下のように定義する

Yn =
X1 + · · ·+Xn

n
(10)

中心極限定理より、Ynは平均E(Yn) = p、分散V (Yn) =

(p− p2)/nの正規分布に従う。

pYn(yn) =
1√

2π(p− p2)/n
exp

(
− (yn − p)2

2(p− p2)/n

)
(11)



1. 今、試行回数 10000回で表が 3500回出ている。こ

のとき、99%信頼区間を求めると以下の値の範囲と

なる。

|Yn − p| < 3

√
p− p2

10000
(12)

今回の試行により、得られた Yn の実現値は

3500/10000であるため、以上の不等式に代入して p

に関して変形すると

|p− 0.35| < 3

√
p− p2

10000
(13)

となり、p ≈ 0.35より、この値を右辺に代入するこ

とで

0.3357 < p < 0.3643 (14)

となり、確率 pの推定を行うことができる。

2. 以上の議論を一般化する。N 回の試行で 0.35N 回表

が出たものとする。99%信頼区間は

|YN − p| < 3

√
p− p2

N
(15)

であるため、pに関して整理すれば

|p− YN | < 3

√
p− p2

N
(16)

となる。このとき、YN の実現値は 0.35であり、p ≈
0.35より、この値を右辺に代入することで

|p− 0.35| < 3

√
0.35 · 0.65

N
(17)

精度を 2倍にするため、精度の低い試行回数をN1、

精度の高い試行回数をN2とする。ただし、N1 < N2

である。このとき、互いのばらつきが以下の不等式

を満たせば良い

3

√
0.35 · 0.65

N1
/3

√
0.35 · 0.65

N2
≥ 2 (18)

この式を変形することで√
N2

N1
≥ 2

N2

N1
≥ 4

.
.
. N2 ≥ 4N1

となるため、N1 = 10000とすれば、N2 ≥ 40000と

なる。

6 第 7章
6.1 問 1

2項分布は実は、第 7回の演習の問 1(b)で定義された
Ynが本来従う分布である。このため、2項分布の平均は

n∑
r=0

rnCra
r(1− a)n−r = na (19)

これを本問題では利用する。離散のカルバック情報量の

定義式に基づいて式変形していく

D(p||q) =
n∑

r=0

nCra
r(1− a)n−r log

ar(1− a)n−r

br(1− b)n−r

=

n∑
r=0

nCra
r(1− a)n−r

[
r log

(a
b

)
+ (n− r) log

(1− a

1− b

)]
= log

(a
b

) n∑
r=0

rnCra
r(1− a)n−r

+ log
(1− a

1− b

)[
n

n∑
r=0

nCra
r(1− a)n−r

−
n∑

r=0

rnCra
r(1− a)n−r

]
= log

(a
b

)
na+ log

(1− a

1− b

)
(n− na)

= n
[
a log

(a
b

)
+ (1− a) log

(1− a

1− b

)]
となる。よって f(a, b)は以下の通りである

.
.
. f(a, b) = a log

(a
b

)
+ (1− a) log

(1− a

1− b

)
(20)

6.2 問 2
1. 統計分野では最尤推定と呼ばれる未知のパラメタを
推定する方法があり、その方法と同じことを行うの

が本問題である。ここで qa(x)は

qa(x) =
1√
2π

e−(x−a)2/2 (21)

であり、この関数の対数をとると

log(qa(x)) = −(x− a)2/2− log(2π)/2 (22)

本問題で与えられているL(a)も同様に対数をとれば

log(L(a)) = log(
n∏

i=1

qa(Xi))

=
n∑

i=1

log(qa(Xi))

=
n∑

i=1

[
− (Xi − a)2/2− log(2π)/2

]
=

n∑
i=1

[
− (Xi − a)2/2

]
− n log(2π)/2



となり、右辺の第 1項のみ aに依存することがわか

る。ここで、両辺 aについて微分すると

d log(L(a))

da
=

n∑
i=1

(Xi − a)

=
n∑

i=1

Xi − an = 0

.
.
. a∗ =

1

n

n∑
i=1

Xi

となり、算術平均が最適な aの値を決めることがわ

かる。

2. 第 6 回の講義資料より明らかなように平均 0, 分散
1/nとなる。

7 第 10章
7.1 問 1
ピットマン推定量は以下のような定義式で表される。

θ̂∗ =

∫
θ
∏n

i=1 f(Xi − θ)dθ∫ ∏n
i=1 f(Xi − θ)dθ

(23)

また、誤差のモデルは以下の様な式で与えられている。

X = θ + ε (24)

X が観測値を表し、θが真値、εが誤差を表す。今回の

誤差の分布が平均 0、分散 σ2 のガウス分布であること

が既知である。式 (24)を以下のように変形し、式 (23)
の分母の被積分関数とガウス分布に変形した数式を代入

すると

ε = X − θ
n∏

i=1

f(Xi − θ) =
1

(
√
2πσ2)n

exp
[
−

n∑
i=1

(Xi − θ)2/2σ2
]

=
1

(
√
2πσ2)n

exp
[
−
(
nθ2

− 2
n∑

i=1

Xiθ +
n∑

i=1

X2
i

)
/2σ2

]
=

1

(
√
2πσ2)n

exp
[
−
{
n(θ −

n∑
i=1

Xi/n)
2

− (
n∑

i=1

Xi)
2 +

n∑
i=1

X2
i

}
/2σ2

]
=

1

(
√
2πσ2)n

exp
[∑i,j≤n

i 6=j XiXj

σ2

]
× exp

[
− n(θ −

n∑
i=1

Xi/n)
2/2σ2

]

式 (23)に代入することで

θ̂∗ =

∫
θ exp

[
− n(θ −

∑n
i=1 Xi/n)

2/2σ2
]
dθ∫

exp
[
− n(θ −

∑n
i=1 Xi/n)2/2σ2

]
dθ

=
1

n

n∑
i=1

Xi

となる。これは分母が確率密度関数の積分であるため 1

になり、分子が平均の定義式であるためである。以上よ

り、標本平均が今回のピットマン推定量となる。

7.2 問 2
本問題は教科書の解答の表記が幾つか誤っている点に

注意。不偏分散の分散は以下の式で与えられる。

1

(n− 1)2
(E

[( n∑
i=1

(Xi−X̄)2
)2]−(

E
[ n∑
i=1

(Xi−X̄)2
])2

)

(25)

上式の第 2項目は不偏分散の定義式において、分子の期
待値の 2乗の項である。このため(

E
[ n∑
i=1

(Xi − X̄)2
])2

= (n− 1)2σ4 (26)

続いて、第 1 項の期待値の中の式を以下のように変形
する。( n∑
i=1

(Xi − X̄)2
)2
　 =

( n∑
i=1

(Xi − θ)2 − n(X̄ − θ)2
)2

=
n∑

i=1

(Xi − θ)2
n∑

j=1

(Xj − θ)2

− −2n(X̄ − θ)2
n∑

i=1

(Xi − θ)2

+ n2(X̄ − θ)4 (27)

式 (27)の各項に関しての期待値を求める。このとき、以
下のような関係式が成立する。

Xi − θ = εi (i = 1, 2, · · · , n) (28)

X̄ − θ =
n∑

i=1

εi/n (29)

このことを踏まえて、まず式 (27)の第 1項目は
n∑

i=1

(Xi − θ)2
n∑

j=1

(Xj − θ)2 =
n∑

i=1

ε2i

n∑
j=1

ε2j

=

n∑
i=1

ε4i

+

n∑
i=1

n∑
j=1
i 6=j

ε2i ε
2
j



となるため、第 1項目の期待値は教科書の文字の定義に
従い以下のように求められる。

E[
n∑

i=1

ε4i +
n∑

i=1

n∑
j=1
i 6=j

ε2i ε
2
j ] =

n∑
i=1

E[ε4i ]

+
n∑

i=1

n∑
j=1
i 6=j

E[ε2i ]E[ε2j ]

= nm4 + n(n− 1)σ4

ただし、途中で式 (27)の第 1項目の結果を利用した。ま
た、第 2項目は

n(X̄ − θ)2
n∑

i=1

(Xi − θ)2 =
n∑

i=1

ε2i
(
∑n

j=1 εj)
2

n

=

∑n
i=1 ε

2
i

n

( n∑
j=1

ε2j

+
n∑

j=1

n∑
k=1
j 6=k

εjεk

)

上式の括弧内の第 2項目は誤差の 1乗項であり、期待値
演算をとると一次モーメントであるため上式第 2項目は
結果として 0になる。このため、以降では第 2項目は省
略する。

E[n(X̄ − θ)2
n∑

i=1

(Xi − θ)2] =
E[
∑n

i=1 ε
2
i

∑n
j=1 ε

2
j ]

n

=
nm4 + n(n− 1)σ4

n

= m4 + (n− 1)σ4

続いて、第 3項目は

n2(X̄ − θ)4 =
(
∑n

i=1 εi)
4

n2

=

(
∑n

i=1 ε
2
i +

∑n
i=1

∑n
j=1
j 6=i

εiεj)
2

n2

=
1

n2

( n∑
i=1

ε2i

n∑
j=1

ε2j + 2
n∑

i=1

n∑
j=1
j 6=i

n∑
k=1

εiεjε
2
k

+
n∑

i=1

n∑
j=1
j 6=i

n∑
k=1

n∑
l=1
k 6=l

εiεjεkεl

)

上式の第 2項目は期待値演算を行った時に必ず一次モー
メントが生じるため、0となる。また、第 3項目は i =

k, j = lまたは i = l, j = kのときに 2次モーメントのみ
が残り、それ以外の場合は一次モーメントが残るため、

以下のように式を変形できる。

E[n2(X̄ − θ)4] =
1

n2

(
E[

n∑
i=1

ε2i

n∑
j=1

ε2j ]

+ 2E[
n∑

i=1

n∑
j=1
j 6=i

ε2i ε
2
j ]
)

=
nm4 + n(n− 1)σ4 + 2n(n− 1)σ4

n2

=
1

n
m4 +

3(n− 1)

n
σ4

となるため、式 (25)は

(25) =
m4

n
+

3− n

n(n− 1)
σ4

=
1

n
(m4 − 3σ4) +

2

n− 1
σ4

と解が得られる。

8 第 11章
8.1 問 1
1. 各観測値の確率密度関数は以下の式で表される。

f(Xi−θ) =
1√
2πσ

exp
( (Xi − θ)2

2σ2

)
(i = 1, 2, · · · , n)

(30)

このため、尤度関数は以下の式で表すことができる。

L(θ, σ2) =
1

(
√
2πσ)n

exp
(∑n

i=1(Xi − θ)2

2σ2

)
(31)

微分演算を行いやすくするため、定義に従って対数

尤度関数を以下のように求める。

LL(θ, σ2) =
1

n
L(θ, σ2)

= −
∑n

i=1(Xi − θ)2

2σ2n
− ln(2πσ2)/2

この対数尤度関数を θに関して偏微分すれば

∂LL(θ, σ2)

∂θ
=

∑n
i=1(Xi − θ)

nσ2

=

∑n
i=1 Xi − nθ

nσ2
= 0

.
.
. θ̂ =

1

n

n∑
i=1

Xi

となり、最尤推定量は標本平均である。

2. 今度は対数尤度関数を σ2 に関して偏微分すれば

∂LL(θ, σ2)

∂σ2
=

∑n
i=1(Xi − θ̂)2

2nσ4
− 1

2σ2
= 0

.
.
. σ̂2 =

1

n

n∑
i=1

(Xi − θ̂)2

=
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2



となり、標本分散が求められる。

8.2 問 2
対数関数を求めるためには、全ての Xi (i =

1, 2, · · · , n) において Xi − θ の従う一様分布が 0 にな

らない共通領域を用いる必要がある。この共通領域が

Xi ∈ [maxi Xi − 1,mini Xi + 1]である。この共通領域

内において対数関数は以下の式で表すことができる。

L(θ) =
1

2n
(32)

この対数尤度関数は

LL(θ) = − ln 2 (33)

となり、一定値をとることになる。このため、推定量を

一意に定めることができない。しかし、値の範囲は共通

領域内であることがわかっているため、

θ̂ ∈ [max
i

Xi − 1,min
i

Xi + 1] (34)

であることがわかる。

8.3 問 3
問 1と式変形はほぼ同じであるため、本問題における

対数尤度関数は

LL(θ) = − ln 2− 1

n

n∑
i=1

|Xi − θ| (35)

となる。θの最尤推定量を求めるために、対数尤度関数

を θに関して偏微分すると

∂LL(θ)

∂θ
= − 1

n

n∑
i=1

∂

∂θ
|Xi − θ| (36)

となる。ただし、絶対値の偏微分は以下のような関係式

がある。

∂

∂θ
|Xi − θ| =

{
1 (θ > Xi)

−1 (θ < Xi)
(37)

以降の解析のため、各Xiは昇順に並び替えてあるもの

とする。

1. nが偶数の場合

式 (36)が 0となるのは θよりも小さな Xi の数と大

きな Xi の数が同一のときである。このときに、偏

微分値が 0となる。例えば、n = 2の場合に、X1 =

−1, X2 = 1であれば、対数尤度関数の値が一定値と

なる値の領域が −1 < θ < 1であり、このときが最

大値となる。このような偏微分値となる θの領域は

一般には

Xn/2 < θ̂ < Xn/2+1 (38)

である。

2. nが奇数の場合

傾きが 0になるような場合は存在しないが、−1から

1という切り替わりの値が存在する。例えば、n = 1

の場合に、X1 = 0であれば、対数尤度関数は単純な

絶対値のグラフとなり、θ = 0にて微分不可能だが、

θ = 0において最大値を取ることがわかる。このた

め、最大値をとる観測値は一意に決まり、

θ̂ = X(n+1)/2 (39)

である。以上の議論より、中央値が最尤推定量となる。

9 第 12章
9.1 問 1
教科書の解答において、正規化する際の分散の値が誤

り。いかさまがないという帰無仮説の元で、仮定より、

K = X1 + · · ·+XN (40)

ただし、Xi は第 6 章の問 2 の定義に従う確率変数で、
p = 1/2である。このとき、式 (40)の平均と分散を求め
ると

E[K] = N/2

V [K] = N/4

となるため、

T =
1√
V [K]

(K − E[K]) =

√
4

N
(K − N

2
) (41)

は標準正規分布に従うため、有意水準がαであるときに、

P (|T | > uα/2) = α (42)

を満たす uα/2 を求めれば、統計量 T に対して、

1. |T | > uα/2

帰無仮説を棄却

2. |T | ≤ uα/2

帰無仮説を受容

というように仮説検定を行うことができる。

9.2 問 2
1.

V [X̄] =
V [X]

20
=

1

5

V [Ȳ ] =
V [Y ]

25
=

4

25

V [X̄ − Ȳ ] = V [X̄] + V [Ȳ ] =
9

25

2. E[X̄ − Ȳ ] = 0より

T =
1√

V [X̄ − Ȳ ]
(X̄− Ȳ −E[X̄− Ȳ ]) =

5

3
(X̄− Ȳ )

(43)



3. P (|T | > c) = 0.05となる cを求めればよく、標準正

規分布表等から c = 1.96であることがわかる。

4. このとき

T
′
=

√
20 · 25
20 + 25

X̄ − Ȳ

4
(44)

と定義し直すと

δ = E[T
′
] =

√
20 · 25
20 + 25

θ1 − θ2
4

= 3

V [T
′
] = 1

となるため、T
′
は平均 δ 分散 1の正規分布になる。

このため、第二種の過誤の確率は

PH1(|T
′
| < c) ≈ PH1(T < c− 3) = 0.149 (45)

となる。

5. このときの T は

T =
5

3
(14.2− 15.5) = −2.17 (46)

このため、(c)より、|T | = 2.17 > 1.96であるため、

有意水準 5%においては棄却される。また、有意水準

1%では c = 2.576となるため、|T | = 2.17 < 2.576

より、棄却されない。


