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第4回 特性関数 

荒木 純道 

20121025 

2012/10/25 応用確率統計 第4回 1 

特性関数 

2012/10/25 応用確率統計 第4回 2 

特性関数の定義式 
確率変数𝑋の確率密度関数𝑝(𝑥)のフーリエ変換のこと 

特性関数の性質 

• 平均や分散が存在しなくても𝜙(𝑡)は存在 

• 𝜙 0 = 1 （ ∵確率分布の定義） 
• |𝜙 𝑡 | ≤ 1 

• 𝜙 −𝑡 = 𝜙∗ 𝑡  （ ∵ 𝑝 𝑥 は実関数） 

フーリエ変換 

2012/10/25 応用確率統計 第4回 3 

フーリエ変換と逆変換 
フーリエ変換 フーリエ逆変換 

フーリエ変換の逆フーリエ変換 

と、ほぼ元に戻ることが知られている 

一般化された確率密度関数に対しても、フーリエ変換を 
拡張することで適用できる 

主値積分 

特性関数とモーメント 

2012/10/25 応用確率統計 第4回 4 

特性関数からモーメントの算出 

両辺を𝑡で𝑛回微分 
して𝑡 = 0を代入 

特性関数が求まれば、それを𝑛回微分することで 
𝑛次モーメントが簡単に計算できる 

特性関数とモーメント 

2012/10/25 応用確率統計 第4回 5 

平均・分散とモーメント 

• 平均𝔼 𝑋  は1次モーメント 
• 分散𝑉 𝑋 = 𝔼 𝑋2 −𝔼 𝑋 2は1次、2次より求められる 

例：標準正規分布のモーメント 
2𝑛次のモーメント(偶数次。奇数次のモーメントは0) 

漸化式を 
解くと 

部分積分より 

特性関数とモーメント 

2012/10/25 応用確率統計 第4回 6 

例：標準正規分布のモーメント 
特性関数を用いて求める 

テイラー展開 

𝑒𝑥 =  
𝑥𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

 

2𝑛回微分
して𝑡 = 0 

を代入 
2𝑛回微分で0 𝑡 = 0で0 

2𝑛回微分で定数項に 
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キュムラント母関数 

2012/10/25 応用確率統計 第4回 7 

キュムラント母関数の定義式 

キュムラント母関数の性質 
𝑘 𝑡 を𝑛回微分して𝑡 = 0とおく→  𝑛次キュムラント 

• 1次キュムラント𝑘(1) 0 は𝔼 𝑋 = 𝜓 1 (0)/𝜓 (0) 

• 2次キュムラント𝑘(2) 0 は𝑉 𝑋 = 𝜓 2 0 𝜓 0 − 𝜓 1 0 /𝜓 0 2 

モーメントあるいはキュムラント：確率分布を表すパラメータ 

モーメント母関数 
𝜓 𝑡 = 𝔼[𝑒𝑡𝑋] 

[モーメント問題]：モーメントを与え、pdfを求める 

特性関数と独立性 

2012/10/25 応用確率統計 第4回 8 

畳込み積分は掛け算へ 

独立な確率変数𝑋, 𝑌の和𝑍 = 𝑋 + 𝑌について 

Zの特性関数 

独立な確率変数の和は特性
関数において積へ 

3個以上でも同様である 

畳込みとフーリエ変換の関係が関わる 

ℱ 𝑓 ∗ 𝑔 = ℱ[𝑓] ∙ ℱ[𝑔] 
(キュムラント母関数では和になる) 

 

2012/10/25 応用確率統計 第4回 9 

付録A 代表的分布の特性関数 

2012/10/18 応用確率統計 第3回 10 

分布 特性関数 

一様分布 𝑒𝑖𝑡𝑏 − 𝑒𝑖𝑡𝑎

𝑖𝑡(𝑏 − 𝑎)
 

正規分布 𝑒𝑖𝑡𝑚−𝜎
2𝑡2/2 

コーシー分布 𝑒𝑖𝑡𝑚−𝜎|𝑡| 

指数分布 1

1 − 𝑖𝑡𝜆−1
 

ポアソン分布 𝑒𝜆(𝑒
𝑖𝑡−1) 

文字の定義は第２,３回の講義の付録参照 


