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移動論第三 2012 伊東

10/4 第 1 回 拡散方程式 定常拡散

■10/11 第 2 回 静止媒体中の非定常拡散

10/18 第 3 回 対流物質移動 １次元

11/25 第 4 回 対流物質移動 2 次元

11/1 第 5 回 反応を伴う拡散

11/8 第 6 回 物質移動係数と境界層理論

11/15 第 7 回 アナロジーと各種形状物質移動

11/22 第 8 回 分離プロセスの基礎 乾燥と湿球温度

11/29 第 9 回 吸着・クロマト

12/6 第 10 回 微分接触プロセス

(下山担当分)

12/13 第 11 回 蒸気圧

12/20 第 12 回 相平衡と溶解度（１）

1/10 第 13 回 相平衡と溶解度（２）

1/24 第 14 回 輸送物性（１）

1/31 第 15 回 輸送物性（２）

2/7 期末試験（S421 講義室）

2.3 非定常拡散

2.3.1 非定常 1 次元拡散（x-y 座標）

成分到達位置

L

cAs

cALJA

dL/dt

cl

図 2.1 １次元非定常拡散－擬定常状態モデル－

非定常の拡散を考える。一般に非定常拡散では濃度が時間変化するので，時間変化項（蓄積

項） )/( A tc  が拡散の基礎式の左辺に加わり 1 次元での基礎式は次項の式 (2 .25)である。しかし，

拡散成分の浸透速度が遅い場合にはさらに簡単化した「擬定常状態モデル」が適用される。この

モデルでは，ある拡散成分濃度 LcA となる浸透位置 L までを定常拡散と同じ直線濃度分布とし，そ

の濃度分布を保ったまま浸透位置 L が時間変化すると考える。例えば浸透位置を液面として，後

述の一方拡散の状況もこれにあたる。浸透位置 L での拡散成分の流束と浸透位置変化が，

lc

J

dt

dL A (2 .21)

で表せるとする。（ lc は浸透位置以上での拡散成分モル密度（相変化や反応後の密度））拡散成

分の流束の式（直線濃度分布）：

)( AA
AB

LsA cc
L

D
J  (2 .22)

と式 (2 .21)より，

伊東回は毎回演習レポート(手書きおよびプリント

アウト)を課します。講義時間内に提出のこと。
（講義時間内に提出できなかった場合の〆切は当日 17:00,

提出は南 1 421 伊東居室前の Box へ。）

木曜 3,4 限(10:45-12:15) S421 講義室

実習は情報ネットワーク演習室第 1（D）(S4 3F)

演習・実習用の Excel シートテンプレートファイルは以下に

あります。当日のフォルダ“tp3_*”をデスクトップにコピーして

使ってください。

1. [エクスプローラ]

2. “¥¥nest2.g.gsic.titech.ac.jp¥home0”を入力

3. “usr2/ito-a-ac/”に入る

担当教官：(前半)伊東 章 S1 421

(後半)下山裕介 S1 411
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 (2 .23)

である。この L に関する微分方程式を積分することで， t 時間後の浸透距離 L が次式となる。

2/1

AA
AB )(
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 tcc

c

D
L Ls

l

(2 .24)

【例題 2.5】シリコンウェハー内の拡散

半導体製造プロセスで，シリコン (Si)ウェハー面上に大気圧，1000℃の酸素 (O2)を供給して固

体 Si 内で
g)(SiOg)(OSi(s) 22 

により SiO2 の層を形成する。表面から厚さ L の SiO2 層を O2 が拡散して，Si 面で反応により消失

するものとして，O2 の浸透距離 L の時間変化を求めよ。SiO2 中の O2 の拡散係数

s/m107.2 213
AB

D ，表面濃度（O2 の SiO 2 への溶解度（1000℃））
3mol/m096.0Asc ，反応

面濃度 0A Lc ，反応後の SiO2 密度
3mol/m37770lc とする。
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図 2.2 シリコンウェハー内の O2拡散 図 2.3 シリコンウェハー表面の SiO2 層形成

（解 ） 式 (2 .23)から時間 t における L が直接求められる。図 2 .18 に擬定常状態モデルと実際の

データ 3 , p . 4 6 1 )を比較する。

1 次元拡散の基礎式は拡散成分濃度 ]mol/m[ 3
Ac の時間 t と位置 y に関する偏微分方程式

となる。

1 次元非定常拡散：

2
A

2

AB
A

y

c
D

t

c









(2 .25)

この１次元非定常拡散の基礎式は境界条件に応じて多くの物質移動現象の基本モデルとなる。

濃度分布

初期 c0=1000

表面 cs=0

n=0 10

y=0 0.01 m

c
p

n=0

D

L

図 2.4 １次元非定常拡散(例題 2.6)
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この偏微分方程式の差分法による解法をおこなう。整数 p , n により時間を t=pΔ t , 位置を y=n

Δy で区切り，
p
nc を数値解における濃度（節点値）とする。これより式 (25)の各項は以下のように差

分化される。
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これらより差分化された基礎式が次式となる。
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(2 .26)

である。なお，数値解が発散しないための条件は， 2/1 とされている。

また材料中心 (節点 n =0)では， )2/( y 幅，単位面積の材料体積における物質収支：

（体積）×(濃度変化 ) = (表面積 )×(0 -1 間の流束 )

すなわち，
)(
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から，次式である。

ppp ccc 01
1

0 )21(2 
(2 .27)

【例題 2.6】 板状材料の乾燥 <diff4 .xls>（<diff4_ temp.xls>で実習）

厚さ D=2L=0.02 m の板状材料の水分の乾燥を考える。材料中の水分初期濃度

%)2.2(mol/m1000 3
0A c , 材料表面の濃度 0A sc ，材料中の水分拡散係数 D A B= 3.0×10 - 1 0

m2 / s として材料内濃度分布と平均濃度の経時変化を求めよ。

（解）図 2.19 のように材料中心から片側のみ考え，節点の位置を n=0 が材料の中心，n=10 が

表面として差分法で解く。図 2.20 のシートで 1 , 2 行が n と節点座標，セル O1:O4 が式 (2 .26)中の

定数である。A 列が時間 t で，下行方向に経時変化を表す。5 行が初期値で，n=10（表面） (L5)

が 0c , 材料内部は 1000c である。B6 に式 (2 .27)を，C6:K6 の各セルに式 (2 .26)を記述し，

L6 は”=L5”としてこの行を下にコピーする。これで濃度の経時変化が求められる。図 2.21 のグラフ

で材料内部の濃度変化を示す。図 2.22 に数値解における平均濃度 Ac の変化を示す。

なおこの境界条件における解析解は材料内平均濃度 Ac に関して次式である 4 , p . 8 8 )。

]
4

)12(
exp[

)12(

18
2

22
AB

0
22

A0A

AA

L

tnD

ncc

cc

ns

s 

















(2 .28)

図 2.22 に数値解と比較したが，数値解は解析解と一致している。

図 2.5 １次元非定常拡散差分解法シート
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図 2.6 材料内濃度分布の変化<diff4.xls> 図 2.7 材料平均濃度の変化

【例題 2.7】半無限深さへの非定常拡散 <diff41.xls>

空気中酸素の水への溶解（物理吸収）を考える。前の例題と異なり，半無限媒体中への拡散

の状況であり，一方の境界条件が y で 0A c となる。液面濃度
3

As mol/m25.0c ，拡散係

数 D A B =2.0×10 - 9 m2 / s とする。

（解）計算シート（図 2.23）は例題 2 .6 と基本的に同じであるが，n=0 が液面，n=50 を液本体とし

た。節点数は拡散がおよばない深さまで設定する必要がある。計算結果より，濃度分布の進行を

図 2.24 に示す。

また，界面での流束（ガス吸収速度，浸透速度）

0

A
AB0A



 




y

y y

c
DN (2 .29)

を求めて経時変化として図 2.25 に示す。この際，界面濃度勾配は 1 次微分差分式の右に片寄っ

た公式により

ycccyc ppp

y



2/)43()/( 2100A (2 .30)

として計算する。

この半無限深さへの 1 次元拡散問題の解析解は
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 (2 .31)

である 3 , p . 4 9 9 , 1 0 , p . 6 9 )。これを y で微分して，界面濃度勾配
0A )/(




y
yc を求めると，誤差関数の

微分公式（
22)(erf ze

dz

zd 


 ）と 0z で 1

2

 ze を考慮して次式である。
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すると界面流束の解析解は，
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(2 .33)となる。この解析解を数値解と図 2.25 中で比較

した。
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図 2.8 半無限媒体への拡散計算シート<diff41.xls>
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図 2.9 半無限深さへの非定常１次元拡散 図 2.10 界面での流束（吸収速度）

【例題 2.8】点源からの拡散 (1 次元 )<di ff24.xls>

空気中のベンゼン蒸気の拡散を想定して，A 成分が点源 (y=0)から両側に媒体内を拡散する

問題を差分法で解け。拡散場の断面積を A = 1 m 2 , 拡散成分全量を M=0.1 mol, 拡散係数

D A B =0.93×10 - 5 m2 /s とする。

（解）図 2.26 が解法シートで，差分式などは前例題と同じである。Δy=0.1 m とし，点源を y=0 m

の位置として，この節点に初期濃度
3

A mol/m0.1c を設定する。両端の節点は cA=0 とする。式を

書いた 8 行を下にコピーすることで拡散の様子が示される。

解析解は次式のガウス分布（正規分布）曲線である 5 , p . 3 4 )。
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（c A [mol/m3 ] :成分濃度 , y [m]: 点源からの距離）図 2.27 に計算結果と比較した。
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図 2.11 点源からの拡散（1 次元）解法シート 図 2.12 点源からの拡散（1 次元）<diff24.xls>
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【例題 2.9 】ステップ状濃度分布からの拡散 <diff25.xls>

水中での NaCl 塩の拡散を考える。1 次元で，初期に位置 y =0 で拡散成分 (NaCl)濃度が

c A 1 =0 と c A 2=100 mol/m 3 にステップ状に変化している条件からの濃度変化を求めよ。

smD /102.1 29
AB

 とする。

（解）図 2.28 が解法シートで，式などは前例題と同じである。セル U7:W7 の初期値によりステッ

プ状濃度変化を近似設定した。この問題の解析解は次式である 5 , p . 2 8 )。

)]
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AB1A2A

1AA

tD
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cc
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(2 .35)

（(erf)は誤差関数）図 2.29 に計算結果と解析解を比較した。液相の拡散係数は実際にこのような条件

で測定される。
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図 2.13 ステップ状濃度分布からの拡散解法シート 図 2.14 ステップ状濃度分布からの拡散（1 次元）

【例題 2.10 】液面からのガスの吸収 <diff32.xls>

CO2 400ppm

吸収液

平衡濃度 cAs

吸収ガス

y=0

cA

図 15 液面からのガス吸収

静止液体表面からのガス吸収を考える。容器底の深さ0.00207 mの吸収液（アミン液体）に空気

中のCO2が吸収される。この過程を差分法で数値解積せよ。液体内のCO2初期濃度 00A c 液面

の濃度 3
A mol/m900sc ，液体中のCO2拡散係数 D A B = 2.0×10 - 11 m2 / sとする。

（解 ）液が静止しているとすると，１次元非定常拡散の問題であり，液表面から液底面間を差分化

することで例題 2 .6 と同じ方法，シートで数値解が得られる。図 2.31 に計算シート，図 2.32 に計算

結果，図 2.33 に液中平均濃度すなわちガス吸収量の経時変化を示す。図中に実際のデータと比

較した。この方法でアミン液体中の CO2 の拡散係数が推定される。
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図 2.16 ガス吸収計算シート
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図 2.17 液面からのガス吸収計算結果（濃度分布） 図 2.18 液面からのガス吸収計算結果（吸収速度）

【例題 2.11 】膜透過の遅れ時間 <diff33.xls>

透過ガス（高圧）

真空

高分子膜

圧力計

図 2.19 高分子膜のガス透過（真空法）

高分子膜を通してのガスの透過では「遅れ時間法」による解析で高分子内の拡散係数が求め

られる。膜セルにおいて，時間 t =0 で膜の透過側を高真空に設定し，ガスの積算透過量の直線部

分と時間軸との交点から遅れ時間 t0 を得る。（図 2 .36）基礎式の解析解によると，この積算透過量

の遅れ時間 t0 は厚さ L の膜で拡散係数と次式の関係にある 5 , p . 8 5 )。

)6/( AB
2

0 DLt  (2 .36)

厚さ 100 m の高分子膜において，高圧側膜内ガス濃度 c A=35 mol /m3，透過側濃度 0，拡散

係数 D A B = 2.5×10 - 1 0 m 2 / s として，膜内濃度の経時変化とガス透過量を計算せよ。

（解）上の例題と同様の差分法シートで解が得られる。計算シートは省略するが，図 2.35 に膜

内の濃度変化を示す。この濃度分布の透過側面（y = 0.001 m）での傾きからガス透過流束が得ら

れ，それを積算して図 2.36 のようにガス透過量が得られる。透過量の直線部分を横軸に外挿して

遅れ時間 t0 が求められる。理論的な遅れ時間は t 0 = 6.7 s であるが，計算結果はこれと一致してい

る。
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図 2. 20 高分子膜内非定常濃度変化<diff33.xls> 図 2. 21 遅れ時間と膜内拡散係数

2.3.2 １次元非定常拡散（円筒座標と球座標）

円柱状固体内の非定常拡散では，１次元での局所濃度 ]mol/m)[,( 3
A trc の時間 t [ s]による変

化を表す基礎式が次式である。

1 次元非定常拡散（円筒座標）：
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整数 p, n により時間を t =pΔ t , 位置を rnr  で区切り，
p
nc を数値解における濃度（節点値）

とする。これより式 (2 .37)の右辺を 
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(2 .38)

図 2.22 非定常拡散と差分解法（円筒座標）

また，円柱中心では直径 r ，単位高さの円柱につき，（体積）×(濃度変化 ) = (側面積 )×(0 -1

間の Flux)より，
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となるので，中心節点値は次式である。
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0 )41(4 
(2 .39)

【例題 2.12 】円柱状材料の乾燥（１次元非定常拡散）<diff6 .xls>

直径0.02 mの円柱状材料の水分の乾燥を考える。材料中水分初期濃度 3
0 mol/m1000Ac ,材料表面の濃

度 0Asc のとき，材料内濃度と平均濃度の経時変化を計算せよ。材料中の水分拡散係数DAB= 4.0x10-10 m2/s,

m001.0r , s500t とする。

(解) 図 2.38 が差分解法をおこなった Excel シートである。A 列が時間，B 列が中心位置，L 列が円柱表面位

置である。初期値を 5 行に，6 行に差分式(2. 38), (2. 39)を入れて下行にコピーすることで濃度の経時変化が計算

濃度分布

初期 cA=1000

表面 cA=0

n=0 10

r=0 0.01 m

c
p

n
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される。図 2.39 に材料内部の濃度変化を示す。

図 2.23 差分解法シート
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図 2.24 材料内の濃度変化

次に球座標を考える。球座標での半径方向 r への 1 方向非定常拡散の基礎式は次式である。

（吸着における物質移動を考えて，拡散成分濃度を q で表す。）

１次元非定常拡散（球座標）：























r

q
r

rr

D

t

q AB 2

2
(2 .40)

（q [kg/kg-材料]：拡散成分濃度，t [s]：時間， r [m]：半径方向距離，DAB [m2/s]：拡散係数）

半径R の球状吸着材における表面から内部への拡散過程を考える。初期に内部の拡散成分濃度はq =q0 =0

で一様であり，時間t =0で吸着剤表面濃度がq*になり，以降成分が表面から内部に拡散する。

この基礎式を差分法で解く。整数p , n により時間をt =pΔt, 球の中心からの位置を rnr  で区切り， p
nq を

数値解における濃度（節点値）とする。式(2. 40)で， )
2

(
2

2

AB
2

2
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q
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r
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を考慮して，各項を次のように差分化する。
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(2 .41)

よって，時間 pΔt の濃度から，次の時間(p+1)Δt の濃度を求める式が次式となる。

2

11
1

)(

,)21()
1

1()
1

1(

r

tD

qq
n

q
n

q

AB
r

p
nr

p
nr

p
nr

p
n






 


(2 .42)

図 2.25 球状材料内部濃度 q の差分化

また，球中心区間(n =0)では径 )( r の球についての物質収支：（体積）×(濃度変化) = (表面積)×(拡散流束)

より，

)(

)(
)(

)(
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)( 0120
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qqr pp
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(2 .43)

すなわち次式である。

p
r

p
r

p qqq 01
1

0 )61(6  (2 .44)

【例題 2.13 】吸着剤内部の非定常拡散（表面濃度一定）<adsp3.xls>(<adsp3_temp.xls>で演習)

半径R = 1.5 mmのゲル粒子で水溶液中のフェノールを吸着する。粒子表面濃度q*= 0.1 kg/kgとして，粒子内

のフェノール濃度および全吸着量の経時変化を求めよ。ゲル内のフェノール拡散係数はDAB= 3.0×10-10 m2/sとす

る。

（解）図2.41が差分法でこの問題を解いたExcelシートである。B列が球中心（式(2 .44)），C-K列に材料内部の式

(2 .42)を書く。L列が球表面で，q*=0.1で一定値である。時間刻みΔt=10 s毎に下の行で節点の濃度変化を計算

する。6行を下にコピーすることで，差分解が得られる。図2 .42に内部濃度分布の変化を示す。

図2.43が濃度分布を積分して得られる平均濃度の変化である。吸着では吸着量を示す。この基礎式，境界条

件の解析解は粒子内平均濃度q により次式である2, p. 91)。

])(exp[
16

2

2

1
22

0 R

tD
n

nqq

qq AB

ns

s 











(2 .45)

図中に数値解と比較した。

図 2.26 球表面からの拡散－差分解法－
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図 2.27 球状材料内部濃度 q の変化 図 2.28 平均濃度（吸着量）の経時変化と解析解

次にこれとは逆に，表面濃度一定の球状物体から，無限媒体中への濃度拡散を考える。濃度表

示を cA [mol/m3]にした上で基礎式，差分式は上と同じである。初期条件は媒体全体で  AA cc ，境

界条件が AsA ccRr  : および  AA ccr : である。なお，定常 ( t =∞)での解は，

r

R

cc

cc

AsA

AA 






 (2 .46)

である。

図 2.29 無限媒体中への非定常１次元拡散（球座標）の差分化

【例題 2.14 】球状物体からの拡散 <diff8 .xls>

度 cA∞= 0.0 の静止水中に半径 R = 0.005 m の砂糖の球状結晶を置いた。球周り水中濃度の経時変化を差分

法で計算せよ。cAs = 2600，拡散係数 s/m108 210ABD とする。

（解）図 2.45 がこれを解いた Excel シートである。差分式は球内部への拡散の問題と同じ式(2 .42)である。n =1

の B 列を球表面として，C 列以降の各列が R 間隔で差分化した水中各位置の濃度である。
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図 2.30 無限媒体中への非定常１次元拡散（球座標）の差分化 図 2.31 無限媒体中への非定常１次元拡散（球座標）

計算結果を図 2.46 に示す。グラフ中の太線が cA∞= 0.0 での定常解析解である。数値解は定常解に至らず，水
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中の拡散は非常に遅い過程であることが示される。

さらに物質放出源を球座標の中心の点源とした，点源からの拡散の問題を考える。（図 2. 47）非定常 1

次元球座標の基礎式(2. 40)で，t=0 において M [mol]の物質の放出を考え，以降の拡散の進行を求める。こ

の問題の解析解は

)4/exp(
)4(

2

2/3A tDr
tD

M
c AB

AB




 (2 .47)

である 12, p. 650)。

図 2. 32 点源からの拡散（球座標 1 次元）

【例題 2.15 】点源からの拡散（球座標）<diff44.xls>

上記モデルにより室内空気中に 0.1 mol(2.4 L)の CO2 が放出されたときの拡散の様子を示せ。CO2-空気

拡散係数は /sm1064.1 25
AB

D である。

（解）図 2. 48 が数値解法をおこなったシートで，例題 2. 14 のシートと同じである。t=0 (5 行)に点源か

らの放出として中心部に濃度を設定する。差分式の都合上，中心ではなく外側のセルに M=0.1 mol となる

濃度を設定した。計算結果を図 2. 49 に解析解と比較して示す。静止空気中のガスの拡散ついても，スケ

ールが大きいと理論的には実際よりかなり遅く予測されることがわかる。
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図 2. 33 点源からの拡散計算シート 図 2. 34 空気中のガスの広がり（球座標 1 次元）

【Excel 演習レポート 2】例題 2.13, <adsp3_temp.xls>を解いて，1 ページ目のみプリントして提出。

【筆記演習レポート 2】（A4 レポート用紙）

球表面から外側への定常物質移動の基礎式：
dr

dc
DrV A

ABA
24

境界条件が AsA ccRr  : および  AA ccr :

を変数分離法で解いて， 2
/)(





 pAAsAB

A

dccD

J
Sh を示せ。

（ヒント：VAは定数で AA JRV 24 。また， pdR 2 ） 
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