
• 線形行列不等式 {(X, Y ) ∈ Sn × Sℓ : AXAT + Y � O}

• 凸2次行列不等式

{(X, Y ) ∈ Sn × Sℓ : (AXB)(AXB)T + CXD + (CXD)T + E � Y }
(

I (AXB)T

AXB Y − E − CXD − (CXD)T

)
� O

• 分数2次行列不等式 {(X, Y ) ∈ Sn × Sℓ : XV −1XT � Y }
(

V XT

X Y

)
� O

5.3.2 多項式の2乗和分解

• 偶数次数の多項式が 2乗和分解できるかどうかを調べる

• 例： 2x4 + 2x3y − x2y2 + 5y4
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u = (1, x, y, x2, y2, xy)Tとすると

2x4 + 2x3y − x2y2 + 5y4 =

〈C, uuT 〉 =

〈




0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 c44 c45 c46

0 0 0 c45 c55 0

0 0 0 c46 0 c66




,




1 x y x2 y2 xy

x x2 xy x3 xy2 x2y

y xy y2 x2y y3 xy2

x2 x3 x2y x4 x2y2 x3y

y2 xy2 y3 x2y2 y4 xy3

xy x2y xy2 x3y xy3 x2y2




〉

と
c44 = 2, 2c45 + c66 = −1, 2c46 = 2, c55 = 5 (5.4)

を満たす行列が求められる．
上記の行列で 0に固定されている要素は必ずしも 0でなくてもよい．

• [BEN-TAL2001]などに書かれてある結果から例の多項式が 2乗和で書ける為の必
要十分条件が (5.4)を満たす半正定値行列C � Oが存在することがいえる．

• その一つの解として
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C =




0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 2 −3 1

0 0 0 −3 5 0

0 0 0 1 0 5




があり，非ゼロ要素からなる右下の3× 3行列の分解を考えると



2 −3 1

−3 5 0

1 0 5


 =


 1√

2




2 0

−3 1

1 3






 1√

2




2 0

−3 1

1 3






T

= LT L

となるので，

2x4 + 2x3y − x2y2 + 5y4

= 〈L(x2, y2, xy)T , L(x2, y2, xy)T 〉
=

1

2
(2x2 − 3y2 + xy)2 +

1

2
(y2 + 3xy)2

2乗和として分解できる．

166



5.3.3 半正定値計画問題

半正定値計画問題




最小化： 〈C, X〉
条件： 〈Ai, X〉 = bi i = 1, 2, . . . , m

X � O (⇔ X ∈ Sn
+)

m 行列X ∈ Snをベクトルx ∈ R
n(n+1)/2とみなす

半正定値計画問題 



最小化： cTx

条件： Ax = b

x ∈ Sn
+

• 半正定値計画問題は 2次錐計画問題を特殊ケースとして持つ

• 主双対内点法が一番効率の良い解法
• 小・中規模の問題ではかなり高速であるが，大規模な問題ではかなりアルゴリズムの
工夫が必要

• Euclid的Jordan代数を用いてLP, SOCP, SDP等をまとめて議論ができる (複素
数も含む)
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応用例

• システムと制御

• 組み合わせ最適化問題の緩和

• 連続最適化問題の緩和 (多項式最適化問題,非凸2次計画問題)

• データマイニング

• センサーネットワーク

• 構造計算

• 量子化学

• 量子力学から派生する情報理論の問題
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5.4 Copositive計画問題(Copositive Programming, CP)

次のような閉凸錐を定義する．

Cn =
{
X ∈ Sn : vT Xv ≥, ∀v ≥ 0

}
Copositive 行列錐

(Cn)∗ =

{
k∑

i=1

ziz
T
i ∈ Sn : ∃zi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , k (≤ n)

}
Completely

Positive 行列錐

• 一般に双対錐とは

(Cn)∗ =
{
X ∈ R

n×n : 〈X, U〉 ≥ 0, ∀U ∈ Cn
}

• 線形計画問題，２次錐計画問題や半正定値計画問題に登場してくる錐の双対はその錐
そのものになる．

(Rn
+)∗ = R

n
+, (Kn)∗ = Kn, (Sn

+)∗ = Sn
+
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Copositive計画問題




最小化： 〈C, X〉
条件： 〈Ai, X〉 = bi, i = 1, 2, . . . , m

X ∈ Cn

Completely Posivite計画問題




最小化：
m∑

i=1

biyi

条件：
m∑

i=1

Aiyi + S = C

S ∈ (Cn)∗

• 次の自明な包含関係が成り立つ：
(Cn)∗ ⊆ (Sn

+)∗=Sn
+ ⊆ Cn

• さらにN n = {X ∈ Sn : Xij ≥ 0, i, j = 1, 2, . . . , n}と定義すると以下が成り
立つ：

(Cn)∗ ⊆ (Sn
+ +N n)∗=Sn

+ ∩N n ⊆ (Sn
+)∗=Sn

+ ⊆ (Sn
+ +N n) ⊆ Cn
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• その他、上記の包含関係の間に挟まる凸閉集合が幾つも知られている

• Copositive計画問題とCompletely Posivite計画問題は凸集合上で凸関数（線形関
数）を最小化するという観点からは凸計画問題である．

• 0− 1整数非凸２次計画問題，２次割当て問題，最大安定集合問題，標準２次計画問
題など一般に難しい問題をこの両者で定式化できることが知られている．

• しかし，与えられた対称行列が Cnもしくは (Cn)∗に含まれているかどうかというこ
とをチェックすることはNP完全である．

171



5.5 演習問題

問題1

次の最小２乗問題
最小化：‖Ax− b‖2

を凸２次計画問題として定式化せよ.

問題2

x0 ∈ R
nから超平面{x ∈ R

n | Ax = b} への最小距離を求める問題は次のような凸
２次計画問題を解くことによって求まる．

{
最小化： 1

2
(x− x0)

T (x− x0)

条件： Ax = b

但し，行列Aの行は線形独立であると仮定する．
この時，最適解が x∗ = x0 + AT (AAT )−1(b− Ax0)であることを示せ．また特にA

が１行しかない場合，最小距離は |b−Ax0|/‖A‖2になることを示せ．
問題3

次の凸２次計画問題 



最小化： 1
2
xT Qx + cT x

条件： Ax = b,

x ≥ 0,
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（ただし，Qは半正定値行列とする）を２次錐計画問題として定式化せよ．

問題4 ２次錐計画問題とはどのような問題か．線形計画問題と比較しながら説明せよ．ま
たロバスト最適化問題への応用について説明せよ．

問題5 半正定値計画問題とはどのような問題か．線形計画問題と比較しながら説明せよ．
どのような分野で応用されているか．

問題6

2次錐Kn，半正定値行列錐Sn，copositive行列錐Cn，completely positive行列錐
(Cn)∗がそれぞれ凸閉錐であることを示せ．
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Chapter 6

実践最適化：ソフトウェア，モデリ
ング言語

6.1 Online ソルバー，ソフトウェア

6.1.1 NEOS server

• 最近ではわざわざ自前の最適化ソフトウェアを作成して問題を解く必要はなくなった

• インタネットを介して最適化問題が解ける

http://neos-server.org
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• NEOS serverとは規定の問題定式化に従ってファイルを作成し，ウェブブラウザー
を通して実際に問題を送信し，無料で最適化問題を解いてくれるサービスである

• 世界中の研究者が競って開発した最適化ソフトウェアを採用している

• それぞれ異なったインタフェイスや解ける問題の制限がある
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6.1.2 SDPA Online Solver

http://sdpa.indsys.chuo-u.ac.jp/portal

• SDPA Online Solverは中央大学の藤澤克樹先生を中心に開発されているシステム

• PCクラスター上で半正定値計画問題を並列で解いてくれる

• 登録さえすれば無料で利用できる
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6.1.3 COIN-OR

• 余り凝りたくはないが，自分でも少し最適化ソフトウェアを開発したい
• オープンソースの最適化ソフトウェアを開発するプロジェクト

http://www.coin-or.org
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• COIN-ORは IBMが主体として始まったプロジェクトである

• 最適化ソフトウェアのダウンロードをし，それをベースに自作のコードや他のソフト
ウェアと組み合わせることが可能

• 柔軟性がある
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6.1.4 Decision Tree for Optimization Software

http://plato.asu.edu/guide.html
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• Decision Tree for Optimization SoftwareはArizona州立大学のHans D. Mit-

telmann教授によって始められた最適化ソフトウェアのガイド

• 最適化ソフトウェアの分類，リンク集

• ベンチマーク集

• 各ソフトウェアのパーフォマンスの比較 (ベンチマーク)
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6.1.5 最近ホットなソフトウェア

• Gurobi (http://www.gurobi.com)

– 線形計画問題や混合整数計画問題を解くソルバー

• SCIP (http://scip.zib.de)

– 混合整数計画問題を解くソルバー

– 整数計画問題を解く手法と constraint programmingを解く手法を実装してい
る
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6.2 モデリング言語

• 既存のソフトウェアのインターフェイスにはモデリング言語が使われることが多い

• 素人でも分かり易い記述でデータの受け渡しが可能

• AMPL (Bell研が開発→AMPL Optimization LLC)

• MPL (Maximal Software)

• GAMS (GAMS Development)

• AIMMS (Paragon Decision Technology)

• SIMPLE (数理システム)
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6.2.1 AMPLの例題

set NUTR;

set FOOD;

param cost {FOOD} > 0;

param f_min {FOOD} >= 0;

param f_max {j in FOOD} >= f_min[j];

param n_min {NUTR} >= 0;

param n_max {i in NUTR} >= n_min[i];

param amt {NUTR,FOOD} >= 0;

var Buy {j in FOOD} >= f_min[j], <= f_max[j];

minimize Total_Cost: sum {j in FOOD} cost[j] * Buy[j];

subject to Diet {i in NUTR}:

n_min[i] <= sum {j in FOOD} amt[i,j] * Buy[j] <= n_max[i];
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data;

set NUTR := A B1 B2 C ;

set FOOD := BEEF CHK FISH HAM MCH MTL SPG TUR ;

param: cost f_min f_max :=

BEEF 3.19 0 100

CHK 2.59 0 100

FISH 2.29 0 100

HAM 2.89 0 100

MCH 1.89 0 100

MTL 1.99 0 100

SPG 1.99 0 100

TUR 2.49 0 100 ;

param: n_min n_max :=

A 700 10000

C 700 10000

B1 700 10000

B2 700 10000 ;
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param amt (tr):

A C B1 B2 :=

BEEF 60 20 10 15

CHK 8 0 20 20

FISH 8 10 15 10

HAM 40 40 35 10

MCH 15 35 15 15

MTL 70 30 15 15

SPG 25 50 25 15

TUR 60 20 15 10 ;
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