
5.2.2 2次錐として書ける不等式制約

話を少し抽象化して，g(x) = 1
2
xT Qx + qTx + pとすると，g(x) ≤ 0を満たすxの集合

は 2次錐制約で書けることになる．

その他の例:

• 恒等式 g(x) = α− x

• 線形不等式 g(x) = qTx + p

• Euclideanノルム g(x, t) = ‖x‖2 − t

• Euclideanノルムの2乗 g(x, t) = xT x− t

• 凸2次関数 g(x) = 1
2
xTQx + qT x + p，ただしQ � O

• 2次分数関数 g(x, s, t) =





xTx
s
− t, s > 0

0, s = 0, x = 0

+∞ それ以外

• 双曲線の片側 {(t, s) ∈ R
2 : 1 ≤ ts, t > 0}
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5.2.3 2次錐表現を保つ変換

• 2次錐集合の積

• 2次錐集合の直積

• 2次錐集合のアフィン変換

5.2.4 2次錐として書ける関数の変換

• 関数の最大値

• 非負重み付き和

• 定義域をアフィン変換で代入

5.2.5 2次錐として書ける集合

• {(t, x) ∈ R× R
2 : t ≤ √x1x2, x ≥ 0, t ≥ 0}

• {(t, x) ∈ R× R
2 : t ≤ √x1x2, x ≥ 0}

• {(t, x) ∈ R× R
2n

: t ≤ (x1x2 · · ·x2n)1/2n
, x ≥ 0}

• {(x, y) ∈ R× R : xp ≤ yq, x ≥ 0, p, q 正整数, p ≥ q}
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• {(t, x) ∈ R× R : xp/q ≤ t, x ≥ 0, p, q 正整数, p ≥ q}

• {(t, x) ∈ R× R : xp ≤ t, x ≥ 0, p 正整数}

• {(t, x) ∈ R× R
n : (

n∑

i=1

|xi|p)1/p = ‖x‖p ≤ t, p 正整数}

その他の例は [BEN-TAL2001]などに詳しく書かれている．

5.2.6 2次錐計画問題




最小化： cTx

条件： Ax = b

x ∈ Kn
(5.2)

2次錐

Kn =



(x0; z) ∈ R× R

n−1 :

√√√√
n−1∑

i=1

z2
i ≤ x0





=
{
(x0; z) ∈ R× R

n−1 : ‖z‖2 ≤ x0

}
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• 線形計画問題は 2次錐計画問題の特殊ケース

5.2.7 応用例：ロバスト最適化

• 次の線形計画問題を考える
{
最小化： cT x

条件： Ax− b ≤ 0
(5.3)

• 応用問題ではデータc, A, bに不確実性がかなりある

• 制約条件をaT
j x− bj ≤ 0, j = 1, 2, . . . , mとする

矩形な不確実性

c ∈ [c∗ − c̄, c∗ + c̄]

aj ∈ [a∗j − āj, a∗j + āj], j = 1, 2, . . . , m

bj ∈ [b∗j − b̄j, b∗j + b̄j], j = 1, 2, . . . , m

となっていて，(c, A, b) ∈ Uとする．
この場合不確実性データを持った線形計画問題 (5.3)の最適値は以下のようにして考え

られる：
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最小化： t

条件： cT x ≤ t

Ax− b ≤ 0

(c, A, b) ∈ U

• 各制約式について見てみると

cTx− t ≤ 0, c ∈ [c∗ − c̄, c∗ + c̄] ⇒ (c∗)Tx + (c̄)T |x| − t ≤ 0

⇒
{

(c∗)Tx + c̄T y − t ≤ 0

−yi ≤ xi ≤ yi, i = 1, 2, . . . , n

}

aT
j x− bj ≤ 0,

aj ∈ [a∗j − āj, a∗j + āj]

bj ∈ [b∗j − b̄j, b∗j + b̄j]
⇒ (a∗j)

T x + (āj)
T |x| − b∗j + b̄j ≤ 0

⇒
{

(a∗j)
T x + āj

T y − b∗j + b̄j ≤ 0

−yi ≤ xi ≤ yi, i = 1, 2, . . . , n

}
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• 矩形な不確実性をもったデータに関しては次の線形計画問題が得られる





最小化： t

条件： (c∗)Tx + c̄T y − t ≤ 0

(a∗j)
T x + āj

Ty − b∗j + b̄j ≤ 0 j = 1, 2, . . . , m

−yi ≤ xi ≤ yi, i = 1, 2, . . . , n

楕円形な不確実性

c ∈ {c∗ + Cu : C � O, ‖u‖2 ≤ 1}(
aj

bj

)
∈
{(

a∗j
b∗j

)
+ Aj

(
u

v

)
: Aj � O,

∥∥∥∥
(

u

v

)∥∥∥∥
2

≤ 1

}
, j = 1, 2, . . . , m

となっていて，(c, A, b) ∈ Uとする．
この場合不確実性データを持った線形計画問題 (5.3)の最適値は以下のようにして考え

られる：




最小化： t

条件： cT x ≤ t

Ax− b ≤ 0

(c, A, b) ∈ U
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• 各制約式について見てみると
cT x− t ≤ 0, c ∈ {c∗ + Cu : C � O, ‖u‖2 ≤ 1}
⇒ (c∗)T x + max

‖u‖2≤1
uTCx− t ≤ 0

⇒ (c∗)T x + ‖Cx‖2 − t ≤ 0

aT
j x− bj ≤ 0,

(
aj

bj

)
∈
{(

a∗j
b∗j

)
+ Aj

(
u

v

)
: Aj � O,

∥∥∥∥
(

u

v

)∥∥∥∥
2

≤ 1

}

⇒ (a∗j)
Tx− b∗j + max∥∥∥∥∥∥


 u

v



∥∥∥∥∥∥
2

≤1

(
u

v

)T

AT
j

(
x

−1

)
≤ 0

⇒ (a∗j)
Tx− b∗j +

∥∥∥∥A
T
j

(
x

−1

)∥∥∥∥
2

≤ 0

• 楕円形な不確実性をもったデータに関しては次の2次錐計画問題が得られる





最小化： t

条件： ‖Cx‖2 ≤ t− (c∗)T x∥∥∥∥A
T
j

(
x

−1

)∥∥∥∥
2

≤ b∗j − (a∗j)
Tx
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5.3 半正定値計画問題 (Semidefinite Programming, SDP)

半正定値行列錐

Sn
+ =

{
X ∈ R

n×n : X � O
}

=
{
X ∈ R

n×n : X 対称, λi(X) ≥ 0
}

ただし，λi(X)は対称行列Xの i番目の固有値であり，λ1(X) ≥ λ2(X) ≥ · · · ≥
λn(X)とする．

半正定値計画問題




最小化： 〈C, X〉
条件： 〈Ai, X〉 = bi i = 1, 2, . . . , m

X � O (⇔ X ∈ Sn
+)

ただし，〈C, X〉 =
n∑

p=1

n∑

q=1

CpqXpq とする．
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定義３

ある集合C ⊆ R
ℓが半正定値行列錐制約で書き表わせるとはR

ℓからR
n×nへ

のアフィン写像が存在し，その値域が半正定値行列錐に入っている時をいう．
つまり，線形作用素Aと行列B ∈ R

n2

が存在し，

y ∈ C ⊆ R
ℓ ⇔ Ay + B = X ∈ Sn

+ ⊆ R
n2

となる時である．
この場合，集合Cは凸集合である．

命題４

A =

(
B CT

C D

)
∈ S(n+ℓ)×(n+ℓ)

を対称行列とし，Dは正定値行列だとする．すると

A � O ⇔ B − CT D−1C � O

が成り立つ．
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証明

Aが半正定値行列であるとは

0 ≤
(

x

y

)T (
B CT

C D

)(
x

y

)
= xTBx + 2xTCTy + yTDy, ∀x ∈ R

n, y ∈ R
ℓ

と同値である．さらに，x ∈ R
nを固定するとこのことは以下のことと同値である．

0 ≤
{
最小化： xTBx + 2xT CTy + yT Dy

条件： y ∈ R
ℓ

この最適化問題の最適性条件を考え，Dが正定値行列であることから

y∗ = −D−1Cx

となり，最適値は
xT (B − CT D−1C)x

となる．上記は任意のx ∈ R
nに対して非負でなければならないので，命題が証明された

ことになる． �
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5.3.1 半正定値行列錐として書ける集合

• 1次制約で書ける全ての集合

• 2次錐制約で書ける全ての集合

• 実数対称行列の最大固有値 {(X, λ) ∈ Sn × R : λ1(X) ≤ λ}
λI −X � O

• 実数対称行列のスペクトルノルム {(X, λ) ∈ Sn × R : ‖X‖spec ≤ λ}
λI −X � O, λI + X � O

• 実数対称行列の1番目から k番目に大きい固有値の和

{(X, λ) ∈ Sn × R :

k∑

i=1

λi(X) ≤ λ, k ≤ n}

λ− ks− 〈Z, I〉 ≥ 0

Z � O

Z −X + sI � O
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