
2.4 単体法と内点法

単体法 (Simplex Method)

1. 実行可能解の集合 (多面体)の (初期)頂点を一つみつける

2. 初期頂点から隣の頂点をたどって目的関数が最小になるような頂点をみつ
ける

simplex method interior−point method

内点法 (Interior-Point Method)

1. (初期)内点を実行可能解の集合 (多面体)の内部でみつける

2. 初期内点から実行可能解の集合の内部の点を順次みつけて最小になるような
頂点をみつける
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単体法
長所

• データが似た線形計画問題を再び解く時，前に解いた問題の解が利用できる

• 小・中規模な線形計画問題に向いている

短所

• 並列計算に不向き

内点法
長所

• 並列計算が有効に利用できる

• 大規模な線形計画問題に対して少し有利である

短所

• データが似た線形計画問題を再び解く時，前に解いた問題の解が利用できない

• 小・中規模な線形計画問題に対して単体法より遅い場合がある
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2.5 CPLEXによる実験データ

• Bixby, R. E., “Solving real-world linear programs: A decade and more of

progress”, Operations Research 50 (2002), pp. 3–15.

線形計画問題のサイズ

問題名 行 列 疎性 (=非ゼロ要素/全要素)

car 43387 107164 0.004%

continent 10377 57253 0.033%

energy1 16223 28568 0.019%

energy2 8258 21200 0.083%

energy3 27145 31053 0.032%

fuel 18800 38540 0.030%

initial 27441 15128 0.023%

schedule 23259 29342 0.011%
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• Bixby, R. E., “Solving real-world linear programs: A decade and more of

progress”, Operations Research 50 (2002), pp. 3–15.

線形計画問題を解く代表的なソフトウェアCPLEXの実行時間（秒）
300MHz Ultra Sparc (2002)

問題名 CPLEX 1.0 CPLEX 2.2 CPLEX 5.0 CPLEX 7.1 アルゴリズム
car 1555 203 117 67 内点法
continent 365 110 100 47 主単体法
energy1 1217 46 32 22 内点法
energy2 10130 171 72 32 内点法
energy3 21797 153 113 82 内点法
fuel 5620 999 340 125 内点法
initial 3832 102 51 16 双対単体法
schedule 152404 252 132 48 内点法

• 「計算機の技術的進歩で 1000倍，アルゴリズムの改善で 1000倍を合わせると100

万倍になる．10年前1年かかった計算が今 (2002年時点)は 30秒足らずでできるよ
うになった」
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2.6 双対定理

LPの標準形

(主問題)





最小化： cT x

条件： Ax = b

x ≥ 0

x: 主変数

に対する双対問題は以下の通りである

(双対問題)





最大化： bTy

条件： ATy + s = c

s ≥ 0

y, s: 双対変数

定理1 (弱双対定理)

x̄ と ȳ がそれぞれ主問題と双対問題の実行可能解であるならば

cT x̄ ≥ bT y

が成り立つ．

証明
x̄, ȳがそれぞれ実行可能解なのでAx̄ = b, x̄ ≥ 0, AT ȳ ≤ cを満たす．従って，

cT x̄ ≥ (AT ȳ)T x̄ = ȳT (Ax̄) = ȳTb

が成り立つ． �
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系2

(1)主問題の実行可能解 x̂と双対問題の実行可能解 ŷに対して cT x̂ = bT ŷが成
り立つならば，x̂と ŷはそれぞれ主問題，双対問題の最適解になる．

(2)主問題の目的関数が下に有界でない (すなわち−∞になる)か，あるいは双
対問題の目的関数が上に有界でない (すなわち+∞になる)ならば，他方の問題
は実行可能ではない．

証明

(1)主問題の任意の実行可能解x̄をもってきたとする．弱双対定理と系の仮定よりcT x̄ ≥
bT ŷ = cT x̂が成り立つので x̂が最適解になる．同様に ŷが双対問題の最適解に成ることが
言える．

(2)主問題の目的関数が下に有界でないと仮定する．すると cT x̄k → −∞となるよう
な主問題の実行可能解からなる点列{x̄k}が存在する。双対問題に実行可能解 ȳが存在す
ると仮定すれば，弱双対定理よりcT x̄k ≥ bT ȳとなり矛盾が起こる．同様に双対問題の目
的関数が上に有界でない場合も証明できる． �
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定理3 (双対定理)

(1)主問題が最適解をもつならば，双対問題も最適解をもち，それぞれの最適値
は等しい．

(2)主問題および双対問題がともに実行可能解をもつならば，両方とも最適解を
もち，それぞれの最適値は一致する

証明
[矢部2006]などを参照． �

これらの結果から線形計画問題の主問題と双対問題の実行可能性と最適値の関係が次の
ようにまとめられる．

双対問題 \ 主問題 実行可能な解が有る 実行可能な解が無い
実行可能な解が有る cT x̂ = bT ŷ +∞
実行可能な解が無い −∞ ありえない
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2.7 最適性条件

(主問題)





最小化： cTx

条件： Ax = b

x ≥ 0

(双対問題)





最大化： bTy

条件： ATy + s = c

s ≥ 0

Karush-Kuhn-Tucker最適性条件 (KKT条件)

Ax = b

AT y + s = c

x ≥ 0, s ≥ 0

xisi = 0, i = 1, 2, . . . , n

• つまり，(x̂, ŷ, ŝ) ∈ R
n × R

m × R
nがKKT条件を満たしているのならば x̂は主問

題の最適解であり，(ŷ, ŝ)は双対問題の最適解である．
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2.8 内点法(Interior-Point Method)

• 単体法については触れない．[矢部2006]等を参照．

• 内点法の参考文献としては [矢部2006, 小島2001, WRIGHT1997]等を参照．

• 内点法にはいくつものヴァリエーションがある

– Karmarkar法

– アフィンスケーリング法

– 解析的中心追跡法

– 主双対内点法

∗ パス追跡法
∗ ポテンシャル減少法
∗ Mehrotraの予測子・修正子法

∗ 非実行可能点列内点法
∗ etc.

• ここでは現在主流となっている非実行可能点列主双対パス追跡Mehrotraの予測子・
修正子内点法を主に取りあげる
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2.8.1 概要
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��

�� ��
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��
����

��

��

x̂

primal feasible region

(y,s)^ ^

dual feasible region

objective function value

仮定

rank(A) = m

(full rank, Aの行は線形独立)

中心パス≡ C =





(x, y, s) ∈ R
n × R

m × R
n :

Ax = b

AT y + s = c

x > 0, s > 0

xisi = µ (i = 1, 2, . . . , n)

µ > 0





• 中心パスを制限付きNewton法を用いて数値的に追跡して最適解を求める．
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2.8.2 中心パス

Karush-Kuhn-Tucker最適性条件 (KKT条件)

Ax = b

AT y + s = c

x ≥ 0, s ≥ 0

xisi = 0, (i = 1, 2, . . . , n)

実行可能解の集合 F =



(x, y, s) ∈ R

n × R
m × R

n :

Ax = b

ATy + s = c

x ≥ 0, s ≥ 0





実行可能内点の集合 F0 =



(x, y, s) ∈ R

n × R
m × R

n :

Ax = b

ATy + s = c

x > 0, s > 0





• µ > 0 に対して凸集合 F(µ) =
{
(x, y, s) ∈ F : xTs

n
= µ

}

の解析的中心 (x(µ), y(µ), s(µ))は以下の最適化問題の唯一の解である
{
最小化： −∑n

i=1(log xi + log si)

条件： Ax = b, ATy + s = c, xTs
n

= µ, x > 0, s > 0
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• µ > 0 に対して

凸集合 F(µ) =
{
(x, y, s) ∈ F : xTs

n
= µ

}

の解析的中心 (x(µ), y(µ), s(µ))はまた以下の等式不等式系を満たす唯一の解でもある





Ax− b = 0

ATy + s− c = 0

x > 0, s > 0

xisi − µ = 0, i = 1, 2, . . . , n

• F(0) は線形計画問題の解集合と一致する．

さらに (x(µ), y(µ), s(µ))の集合は中心パスと呼ばれる．

C = {(x(µ), y(µ), s(µ)) : µ > 0}
=

{
(x, y, s) ∈ R

n × R
m × R

n :
Ax = b, AT y + s = c, x > 0, s > 0,

xisi = µ, (i = 1, 2, . . . , n), µ > 0

}

• 中心パスは実行可能内点の集合において滑らかなパスを形成している．
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�
�(x,y,s) (x(   ),y(  ),s(  ))^ ^^

primal−dual feasible space

central path

中心パス

C = {(x(µ), y(µ), s(µ)) : µ > 0}
=

{
(x, y, s) ∈ R

n × R
m × R

n :
Ax = b, AT y + s = c, x > 0, s > 0,

xisi = µ, (i = 1, 2, . . . , n), µ > 0

}
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2.8.3 近傍

定数β ∈ [0, 1]から中心パスの近傍を

N (β) =

{
(x, y, s) ∈ F0 : xisi ≥ (1− β)µ, µ =

xT s

n

}

と定義する．

�
�
�
�

�
�
�
�(x,y,s) (x(   ),y(  ),s(  ))^ ^^

primal−dual feasible space

central path

neighborhood

• β = 0 の時に，近傍N (0)は中心パスと一致する

• β = 1の時に，実行可能内点の集合と一致する
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2.8.4 非実行可能点列主双対パス追跡内点法

• µ > 0 に対するF(µ)の解析的中心をターゲット点とする．





Ax− b = 0

ATy + s− c = 0

x > 0, s > 0

xisi − µ = 0 i = 1, 2, . . . , n

(2.1)

• ある (x0, y0, s0) (ただし，x0, s0 > 0)を初期点として上記を満たすような (x0 +

∆x, y0 + ∆y, s0 + ∆s)を求めたいので (2.1)に代入すると





A(x0 + ∆x)− b = 0

AT (y0 + ∆y) + (s0 + ∆s)− c = 0

x0 + ∆x > 0, s0 + ∆s > 0

(x0 + ∆x)i(s
0 + ∆s)i − µ = x0

i (∆s)i + (∆x)is
0
i + (∆x)i(∆s)i + x0

is
0
i − µ = 0

• 上記の2次項 (∆x)i(∆s)iを零とおき，非負条件を無視すると次の連立１次方程式が
たてられる．
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A 0 0

0 AT I

S0 0 X0






∆x

∆y

∆s


 =




b−Ax0

c−ATy0 − s0

µe−X0s0


 (2.2)

ただし，X0, S0とはそれぞれx0,s0を対角要素としてもった行列であり，e ∈ R
nは全

ての要素が 1のベクトルである．さらに rank(A) = mなので，一つの解が定まる．

• 連立１次方程式 (2.2)は (2.1)に対するNewton法にすぎない．

• ただし，x0 + ∆x0 > 0, s0 + ∆s0 > 0は必ずしも満たされていないので，次のよ
うに探索方向 (∆x, ∆y, ∆s)を制限した制限付きNewton法を考える

αp = max{α ∈ (0, 1] : x0 + α∆x0 ≥ 0}
αd = max{α ∈ (0, 1] : s0 + α∆s0 ≥ 0}

��
��
��

��
��
��

�
�
�
�(x,y,s) (x(   ),y(  ),s(  ))^ ^^

central path

neighborhood

(x,y,s)0 00

primal−dual feasible space

(  x,   y,   s)
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• さらに，後程示すが探索方向を中心パスの近傍N(β)からはみ出ないように制限して
反復を繰りかえすと多項式時間 (「最大で問題の次元に対する多項式に比例する反復
回数」)で終了することがいえる

ᾱ = max{α ∈ (0, min{αp, αd}] : (x0 + α∆x, y0 + α∆y, s0 + α∆s) ∈ N (β)}

��
��
��
��

�
�
�
�(x,y,s) (x(   ),y(  ),s(  ))^ ^^

central path

neighborhood

(x,y,s)0 00

primal−dual feasible space

(  x,   y,   s)
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• 以上，初期点 (x0, y0, s0)から求まる次点侯補 (x0 + ᾱ∆x, y0 + ᾱ∆y, s0 + ᾱ∆s)

を (2.1)に代入すると





A(x0 + ᾱ∆x) = ᾱb + (1− ᾱ)Ax0

AT (y0 + ᾱ∆y) + (s0 + ᾱ∆s) = ᾱc + (1− ᾱ)(AT y0 + s0)

x0 + ᾱ∆x > 0, s0 + ᾱ∆s > 0

(x0 + ᾱ∆x)i(s
0 + ᾱ∆s)i = ᾱµ + (1− ᾱ)x0

is
0
i + ᾱ2∆x∆s, i = 1, 2, . . . , n

となり，ᾱ = 1にとれると，初期点(x0, y0, s0)が実行可能解でなくても (x0 + ᾱ∆x, y0 +

ᾱ∆y, s0 + ᾱ∆s)は実行可能解になっている．その時はさらに最後の項の右辺がµに等し
くないので中心パス上には乗っていないことが分かる．

• この反復をµを逐次減少させながら行なうと最適解が近似的に求まることがいえる
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非実行可能点列主双対パス追跡内点法

Step 0: x0, s0 > 0となるような初期点 (x0, y0, s0)を決め，σ, β ∈ (0, 1)， ǫ > 0，
k = 0とする．

終了条件: もし (xk, yk, sk)が実行可能解であり，µ = (xk)Tsk

n
< ǫ ならば終了する

Step 1:




A 0 0

0 AT I

Sk 0 Xk






∆x

∆y

∆s


 =




b−Axk

c−AT yk − sk

σµe−Xksk


 より探索方向

(∆x, ∆y, ∆s)を求める．

Step 2: (xk + ᾱ∆x, yk + ᾱ∆y, sk + ᾱ∆s) ∈ N (β)となるような ᾱ ∈ (0, 1)を求める．

Step 3: (xk+1, yk+1, sk+1) = (xk + ᾱ∆x, yk + ᾱ∆y, sk + ᾱ∆s)，k = k + 1とし，
終了条件を調べる．
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central path

neighborhood

(x,y,s)0 00

primal−dual feasible space

(  x,   y,   s)
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2.8.5 内点法の多項式時間性

• 簡単に主双対パス追跡内点法が多項式時間アルゴリズムであることを示す

• 議論を簡単にするために前のページのアルゴリズムにおいて初期点 (x0, y0, s0)は主
双対実行可能解であるとする

補題4

もし (xk, yk, sk) ∈ N (β)かつ ᾱ ∈
[
0, 2
√

2(1− β) βσ
(2−β)n

]
ならば，

(xk+1, yk+1, sk+1) ∈ N (β)が成り立つ．

証明
[矢部2006]参照． �

補題5

アルゴリズムで生成された点列を {(xk, yk, sk)}とする．全てのk ≥ 0に対し
て次のことが言える

µk+1 ≤
(
1− δ

n

)
µk.

ただし，δは次元nに無関係な値

δ = 2
√

2(1− β)
β

2− β
σ(1− σ).
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証明
[矢部2006]参照． �

定理6

ǫ ∈ (0, 1)および β ∈ (0, 1)に対して実行可能解である初期点 (x0, y0, s0) ∈
N (β)と仮定する．この時，(xk)Tsk

n
= µk ≤ ǫとなるような実行可能解

(xk, yk, sk)はO(n log 1
ǫ
)反復で求められる．

証明
[矢部2006]参照． �

• 各反復においては探索方向を求めるのに連立１次方程式等を解く必要がある．よって，
線形計画問題を内点法で解く時の計算時間は上記の反復回数の上限O(n log 1

ǫ
)に各

反復にかかる計算機時間(高々次元の多項式時間)をかけた値になるので，全体で多項
式時間のアルゴリズムであることが分かる．

• 一般的に（線形計画問題に対する）内点法にはかなりの変形版が存在する．

• 例えば [YE1994]では線形計画問題を同次形の自己双対線形計画問題として定式化し，
反復回数がO(

√
n1

ǫ
)である方法を提案している．また，これ以下の反復回数を要す

る内点法が今だ知られていない．
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• 正確には上記の計算量にデータの量を表すLが入る．線形計画問題に対して、このL

に依存しない（強）多項式時間アルゴリズムを提案することは連続・組合せ最適化の
研究者にとって未解決問題の一つとして認識されている．

2.8.6 Mehrotraの予測子・修正子法

• 実装上，もう少し効率が良い方法にMehrotraの予測子・修正子法がある

• 探索方向(∆x, ∆y, ∆s)を2つに分ける：予測ステップの探索方向(∆xp, ∆yp, ∆sp)

と修正ステップの探索方向 (∆xc, ∆yc, ∆sc)

• 実際に用いる探索方向はそれらの和である (∆x, ∆y, ∆s) = (∆xp, ∆yp, ∆sp) +

(∆xc, ∆yc, ∆sc)

• 0 < βc < βp < 1を決め，内点法の各反復において

予測子ステップ

連立１次方程式(2.2)において，σ = 0としてアフィンスケーリング方向(∆xp, ∆yp, ∆sp)

を 


A 0 0

0 AT I

Sk 0 Xk






∆xp

∆yp

∆sp


 =




b−Axk

c−ATyk − sk

−Xksk
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から求め，(xk + ᾱp∆xp, yk + ᾱp∆yp, sk + ᾱp∆sp) ∈ N (βp)と成るようなステップサ
イズ ᾱpを決める．

修正子ステップ

次点の予測される双対ギャップとの比率を

τ =

(
(xk + ᾱp∆xk

p)
T (sk + ᾱp∆sk

p)

(xk)Tsk

)3

< 1

から求め，予測される双対ギャップを次のように求める

µ̄ = τµk.

連立１次方程式(2.2)において，(xk, yk, sk)+ᾱp(∆xp, ∆yp, ∆sp)+(∆xc, ∆yc, ∆sc)

を代入すると



A 0 0

0 AT I

Sk 0 Xk






∆xc

∆yc

∆sc




=

(
b−Axk − ᾱpA∆xk

p

c−AT yk − sk − ᾱp(A
T∆yp + ∆sp)

µ̄e−Xksk − ᾱp(X
k∆sp − Sk∆xp −∆Xp∆sc −∆Xc∆sp)−∆Xc∆sc − ᾱ2

p∆Xp∆sp

)

となる．
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右辺の∆xc, ∆sc項を無視して，修正子の探索方向 (∆xc, ∆yc, ∆sc)を



A 0 0

0 AT I

Sk 0 Xk






∆xc

∆yc

∆sc


 =




b−Axk − ᾱpA∆xk
p

c−ATyk − sk − ᾱp(A
T∆yp + ∆sp)

µ̄e−Xksk − ᾱp(X
k∆sp − Sk∆xp)− ᾱ2

p∆Xp∆sp




から求め，(xk+ᾱp∆xp+ᾱc∆xc, yk+ᾱp∆yp+ᾱc∆yc, sk+ᾱp∆sp+ᾱc∆sc) ∈ N (βc)

と成るようなステップサイズ ᾱcを決める．
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2.8.7 ポテンシャル減少法

• ポテンシャル関数を用いて最適解への収束を保証する

fρ(x, s) = ρ ln(xT s) + n ln
(

xTs
n

)
−∑n

i=1 ln xisi, ρ は定数

• 探索方向 (∆x, ∆y, ∆s)を次の連立１次方程式から求める




A 0 0

0 AT I

Sk 0 Xk






∆x

∆y

∆s


 =




b−Axk

c−AT yk − sk

µe− n+
√

n
n

Xksk




• ステップサイズ ᾱは以下の1次元最適化問題から求める





最小化： fρ(x
k + α∆x, sk + α∆s)

条件： (xk + α∆x, yk + α∆y, sk + α∆s) ∈ F0

0 ≤ α ≤ 1
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2.8.8 実装上の問題点

• 先程の数値実験からも実装の工夫はとても重要なことが分かる

問題名 CPLEX 1.0 CPLEX 2.2 CPLEX 5.0 CPLEX 7.1 アルゴリズム
car 1555 203 117 67 内点法
continent 365 110 100 47 主単体法
energy1 1217 46 32 22 内点法
energy2 10130 171 72 32 内点法
energy3 21797 153 113 82 内点法
fuel 5620 999 340 125 内点法
initial 3832 102 51 16 双対単体法
schedule 152404 252 132 48 内点法

高速化

• データの前処理 (退化対策，データのスケーリング等)

• データの疎性を利用 (疎行列に対する数値解法，計算の順番)

• データの使いまわし (複数回連立１次方程式を解く場合等)

• 高速な数値ライブラリー使用
51



• 並列化，マルチコアープロセッサの使用

• ハードウェアの効率化 (プロセッサのキャッシュ等)

自分で組むより既存のソフトウェアを使う方
が効率よい場合もある
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2.9 ソフトウェア

• 有名な線形計画問題を解くソフトウェア

商用ソフトウェア

• Gurobi (http://www.octobersky.jp/products/gurobi/gurobi.html)

• CPLEX (http://www-06.ibm.com/software/jp/websphere/ilog/optimization/

core-products-technologies/cplex)

• NUOPT (http://www.msi.co.jp)

• MOSEK (http://www.mosek.com)

• LINGO (http://www.lindo.com)

• FICO Xpress (http://www.msi-jp.com/xpress)

無料ソフトウェア

• SoPlex (http://soplex.zib.de)

• CLP, COIN-ORプロジェクト (http://www.coin-or.org)
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• その他のソフトウェアは例えば (http://plato.asu.edu/sub/nlores.html#LP-problem)

を参照

2.10 演習問題

問題1




最小化: −5x1 − x2

条件: 2x1 + 1
2
x2 ≤ 8

x1 + x2 ≥ 5

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

に相当する図を描いて，最適解，最適値を求めよ．

問題2

次の問題の双対問題を求めよ．




最大化: −3x1 + 7x2

条件: x1 − 4x2 ≥ 23

3x1 + 2x2 ≤ 9

x2 ≥ 0

問題3
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次の問題の双対問題を求めよ．




最大化： bT y

条件： AT y + s = c

s ≥ 0

問題4

線形計画問題の主問題と双対問題にて，それぞれの実行可能性と最適値の全ての関係を
記せ．

問題5

線形計画問題において，(x, y, s)がKarush-Kuhn-Tucker最適性条件を満たしている
ならば，x は主問題そして (y, s)は双対問題の最適解であることを示せ (３３ページ参照)．

問題6

線形計画問題に対する修正されたKarush-Kuhn-Tuckerの最適性条件にNewton法
を用いると主双対内点法の主な連立線形方程式が求められることを示せ．

問題7

４１ページにおいて，rank(A) = mであれば，任意の右辺ベクトルに対して連立１次
方程式(2.2)は唯一の解(∆x, ∆y, ∆s)を持つことを示せ．ヒント：E = (S0)−1/2(X0)1/2

を含むような方程式をたてて，(∆x, ∆s)が必ず唯一に求まることをまず示せ．∆yの唯一
性は rank(A) = mから求まる．

問題8
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定理６を証明せよ．ヒント：log(1− x) ≤ −x, x ≤ 1の関係式を考慮しても良い．

問題9

線形計画問題に対する主双対内点法について説明せよ．
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Chapter 3

制約なし非線形計画問題
(unconstrained nonlinear
programming problem)

3.1 概要

ここでは以下の問題を考える．

{
最小化： f(x)

条件： x ∈ R
n
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ただし，f : R
n → R，(必ずしもそうである必要はないが) ２回連続微分可能であると

する．

以下の数値手法を解説する．

• シンプレックス法 (simplex method)

• 直線探索法 (line search methods)

• 直交探索法 (coordinate search method)

• パターン探索法

• 最急降下法 (steepest descent method)

• 加速勾配法 (accelerated gradient methods)

• ニュートン法 (Newton method)

• 準ニュートン法 (quasi-Newton methods)

• 記憶制限準ニュートン法 (limited memory quasi-Newton methods)

• 共役勾配法 (conjugate gradiente methods)
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