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前回までの訂正

• 講義資料 6, 2ページ下から 2行目：高等学校でなる ⇒ 高等学校で習う

• 講義資料 6, 4ページ 2行目 (同じ式の板書で第 3項の b2 が抜けていたそうです)：

bj := aj −
(aj , b1)

(b1, b1)
b1 −

(aj , b2)

(b1, b2)
b2 − · · · − (aj , bj−1)

(bj−1, bj−1)
bj−1

⇒ bj := aj −
(aj , b1)

(b1, b1)
b1 −

(aj , b2)

(b2, b2)
b2 − · · · − (aj , bj−1)

(bj−1, bj−1)
bj−1

• 講義資料 6, 4ページ命題 6.9：x = x1v1 + · · ·+ xnxn ⇒ x = x1v1 + · · ·+ xnvn

• 講義資料 6, 5ページ例 6.17：

g(x) =

[
(x1,x)
(x2,x)

]
=

1

2

[
−1 1 2 0 0
−1 1 0 −2 −2

]
x ⇒ g(x) =

[
(x1,x)
(x2,x)

]
=

1

2

[
−1 1 2 0 0
−1 −1 0 −2 2

]
x

授業に関する御意見

• 内積の定義は (I-1) ∼ (I-4)．はじめて知りました．普通は ~a ·~b = t~a~b が内積だとかんがえていた．
山田のコメント： 文脈による．この授業の後半ではおもに Rn や Cn の標準内積を扱います．

• だんだん難しくなってきました． 山田のコメント： そうです．
• 一週間が早く過ぎ去りますね． 山田のコメント： まったくです．
• どんな音楽を聴くのですか? 山田のコメント： いろいろ．イタリアオペラは好きですね．Wagner もいいけど．
• あははははは. . .。 山田のコメント： うふふふふふ. . .♥

質問と回答

質問： 今までベクトルや関数に内積を定義していましたが，行列や数列にも内積は定義できるのですか．

お答え： たとえば，実数を成分とする m × n 型の行列全体がなすベクトル空間 M(m,n) (例 1.4) の要素 X, Y ∈
M(m,n) に対して (X,Y ) = tr tXY とすると，これは M(m,n) の内積を定めます．数列の空間でよく現れるのは

l2 :=

{
x = {xj}∞j=0

∣∣∣∣∣x は実数の数列で
∞∑
j=0

|xj |2 は収束する

}
.

これは数列全体の空間 S (例 1.5) の部分空間になり，x = {xj}∞j=0, y = {yj}∞j=0 ∈ l2 に対して級数
∞∑
j=0

xjyj は

収束するのでこの和を (x,y) と書けば，( , ) は l2 の内積を与えています．（l2 が部分空間になること，( , ) の

定義にもちいた和が収束することは，実数の連続性から示される．ここでは深入りしない．）

質問： a =

[
a1

a2

]
=

[
1
1
2

]
, b =

[
b1

b2

]
=

[
1

−1

]
のとき (a, b) = a1b1 + 2a2b2 = 0 (1), (a, b) = a1b1 + a2b2 = 1

2
(2) こ

のとき (1) より (a, b) = 0 だから “a と b は直交する” と言っていいんですか．そのとき (2) より (a, b) 6= 0 と

なりますが，これはどうするのでしょうか．

お答え： まず (1) と (2) は違う内積ですね．（確認：一つのベクトル空間の内積は沢山ある）ですから，これらに同じ文

脈で同じ記号を充てるのは正しくありません．たとえば例 5.3では２つの内積を扱っていますが，それらに異なる

記号 ( , ), 〈 , 〉 を充てています．ここでは (1) の内積を 〈 , 〉, (2) の内積（標準内積）を ( , ) と書くことにす
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ると a, b は 〈a, b〉 = 0 を満たすので “内積 〈 , 〉 に関して直交する” のですが，(a, b) 6= 0 なので “内積 ( , ) に

関して直交しない” のです．定義 5.7 で直交性の定義をしていますが，その前に “ベクトル空間 V に内積 ( , )が

与えられているとする” という文があり，直交性の概念は与えられた内積に依存することがわかります．したがっ

て（考えている内積が文脈から明らかでなければ）“内積 . . .に関して直交する” とはっきり言う必要があります．

質問： ~0 ベクトルはすべてのベクトルに直交する．内積の定義より (o,a) = (0b,a) = 0 になるので ~0 ベクトルは他の

ベクトルと直交するといえますか．しかし，直交の定義より (ai, ai) = 1 にならなければならない．

お答え： 「直交する」というのは「内積が 0になる」ということです（それが定義）．したがって零ベクトルは全てのベ

クトルに直交します．(ai, ai) = 1 の意味がわかりませんが，(a,a) = 1 は直交の定義とは関係ありません．

質問： r̂ = (cos θ sinφ, sin θ sinφ, cosφ), θ̂r = ∂r̂
∂θ

= (− sin θ sinφ, cos θ sinφ, 0) ⇒ θ̂ = (− sin θ, cos θ, 0), φ̂ =
∂r̂
∂φ

= (cos θ cosφ, sin θ cosφ,− sinφ) となる．φ̂ は φ 方向の r̂ の変化率，θ̂r は θ 方向の r̂ の変化率を表してい

ると考えてよいですか． お答え：それが “微分” の定義ですね．

質問： V ∈ R3 (原文ママ）の正規直交基底は a1 =

cos θ cosϕsin θ cosϕ

sinϕ

, a2 =

− cos θ sinϕ

− sin θ sinϕ

cosϕ

, a3 =

 sin θ

− cos θ

0

, a1, a2, a3

を順不同と考え，θ, ϕ のパラメーターのとり方を変えていっても全ての正規直交基底のとり方を網羅したことに

はならないで合ってますか．また 2つのパラメータでは R3 の V における正規直交基底すべてのパターンを表す

ことはできませんか．

お答え： 「V ∈ R3 の正規直交基底」はおかしくありませんか? 出だしは「a1, a2, a3 は R3 の（標準内積に関する）正

規直交基底になる」ということだと思います（テキストや講義資料に従い，ベクトルを太字で書いた）．“合ってま

すか” はあってます．R3 の正規直交基底全体を表すには 3パラメータ必要です．次回講義でコメントします．

質問： 講義にて例 6.17の解説時に次元定理から dimW⊥ = 5− 2 = 3 であるとあります．5 = dimV , 2 = dimW =

dimKer f だから dimW⊥ = dim Im f だと思うのですが，dimW⊥ = dim Im f となる理由を教えて下さい．

お答え： ここで用いた次元定理は，講義資料 6, 5 ページ下から 8 行目の線形写像 g : R5 → R2 に関するもの．

dimW⊥ = dimKer g = dimR5 − dim Im g = 5− 2 = 3.

質問： 例 6.17で，W⊥ = Ker g, g(x) = . . . となるところはわかりません．g : R5 → W ですか?

お答え： g : R5 → R2 です．W の正規直交基底 {x1,x2} をとると，v ∈ W は v = v1x1 + v2x2 (v1, v2 ∈ R)
と表すことができるから，x ∈ W⊥ ⇔ 「任意の v に対して (x,v) = 0」⇔ 「任意の v1, v2 ∈ R に対して
(x, v1x1 + v2x2) = 0」⇔ 「任意の v1, v2 ∈ R に対して v1 (x,x1) + v2 (x,x3) = 0」⇔ 「(x,x1) = 0 かつ

(x,x2) = 0」⇔ g(x) =

[
(x,x1)

(x,x2)

]
= o ⇔ x ∈ Ker g.

質問： 講義資料 p. 6 の 6-7 の同様な問題をつくるとはどういうものをつくればよいのですか．あまりこのような問を

経験していないので教えて下さい．

お答え： 例 6.17の行列 A をいろいろ取り替えてみなさい．いろいろな型，階数の行列をつくればよい．

質問： δij の数学的意味を教えて下さい． お答え：定義はいいですね（前期にやった）．単位行列の (i, j) 成分です．

質問：
(
P2, ( , )

)
と書いていましたが，右は内積でスカラーになりますよね．スカラーは内積をとれるのですか．

お答え： この外側の括弧は内積を表しているのではなく，2 つの対象のペアを表しています．右について気にされてい

ますが，左も集合なので内積をとる対象には全くなっていません．(∗, ∗) の中身 ∗ がベクトル（ベクトル空間の要
素）とみなせない場合は，内積を表しているのではない，と読んで下さい（ということを授業では説明しましたね）．

質問： V = C0([−π, π]) の C0 の意味は何ですか?

お答え： 定義は大丈夫ですね? その概念になぜ “C”を用いるかというと質問として回答します：“C”は連続 continuous

の頭文字．微積分で Cr-級，すなわち r-回微分（偏微分）可能で r-次導関数（偏導関数）が連続，という概念を学

んだと思います．とくに関数が C0-級とは連続であることです．この C0 に対応する文字を用いています．

質問： 直交補空間のイメージですが，もともとの空間にある全てのベクトルに対して，直交補空間は全てのベクトルが

もともとのベクトルに対して直角であると考えていいのでしょうか．また，その場合，直交というのはもともとの

ベクトルと直交補空間のベクトルを 1対 1で対応させて考えなくてはならないのでしょうか?

お答え： イメージはともかく「定義」をおさえてください．さらに可能なところは数式で書きましょう．“もともとの空

間” というのは定義 6.13 の W のことでしょうが，“もともとのベクトル” の意味が明確ではないのでお答えしよ

うがないんです．さらに，この講義では「ベクトルが直角である」という言い方はしていないとはず．数式と論理

は 21世紀の我々現代人にとって重要な武器です．前近代人みたいに日常語とイメージだけで押し切らないように．
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7 直交行列・ユニタリ行列

■転値行列と随伴行列 行列 A = [aij ] に対して，(i, j) 成分が aji となるような行列を A の bf 転置行列 the

transposition of A といって tA と書く*1．また，複素数を成分とする行列 A の各成分の共役をとったものの

転置行列を A の随伴行列 the adjoint matrix of A といって，A∗ と書く：A∗ =
t
A．

前期に学んだように，行列の積の転置，随伴行列は次の性質がある：

t
(AB) = tBtA, (AB)∗ = B∗A∗.

■転置行列と内積 ここでは Rn，Cn には標準的な内積 ( , ) が与えられているとする (例 5.2, 5.11)：

x, y ∈ Rn に対して (x,y) = txy,

x, y ∈ Cn に対して (x,y) = txy.

とくに，A を実数（resp. 複素数）を成分とする n 次正方行列とするとき，任意の x, y ∈ Rn (resp. ∈ Cn)

に対して
(Ax,y) =

(
x, tAy

) (
resp. (Ax,y) = (x, A∗y)

)
を満たす*2．

定義 7.1. 正方行列 X が tX = X (resp. X∗ = X) を満たすとき，X を対称行列 a symmetric matrix (resp.

エルミート行列 a Hermitian matrix, または自己随伴行列 a self adjoint matrix) という．

補題 7.2. 実数 (resp. 複素数) を成分とする n次正方行列 S が対称行列 (resp. エルミート行列) であるため

の必要十分条件は，任意の x, y ∈ Rn (resp. Cn) に対して (Sx,y) = (x, Sy) を満たすことである．ただし

( , ) は Rn (resp. Cn) の標準内積である．

■直交行列

定義 7.3. 実数を成分とする n次正方行列 A が tAA = I を満たすとき，A を直交行列 an orthogonal matrix

という．また，複素数を成分とする n次正方行列 A が A∗A = I を満たすとき，A をユニタリ行列 a unitary

matrix という．

命題 7.4 (直交行列の性質). (1) 直交行列の積は直交行列である．

(2) 直交行列 A の逆行列は tA であり，これもまた直交行列である．

(3) 直交行列の行列式は 1 または −1 である．

(4) 行列 A = [a1, . . . ,an] (aj ∈ Rn) が直交行列であるための必要十分条件は {a1, . . . ,an} が Rn の標準

内積に関する正規直交基底となることである．

(5) 行列 A が n次直交行列であるとき，任意の x, y ∈ Rn に対して (Ax, Ay) = (x,y) が成り立つ．た

だし ( , ) は Rn の標準内積である．

2012年 11月 15日 (2012年 11月 22日訂正)
*1 AT，AT などと書くことも多い．
*2 ここで resp. は respectively の略．この文は 2つの文をまとめたもので，１つは括弧内を取り除いた文，もうひとつは，“実数”,

“Rn”, 式の前半をそれぞれ (respectively) “複素数”, “Cn”, 式の後半に置き換えた文である．
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例 7.5. 1次の直交行列は [1], [−1] である．

例 7.6. 2次の直交行列は，次のいずれかの形に書ける：[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
,

[
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

]
.

ただし θ は実数．

■正規直交基底と直交行列 再び一般のベクトル空間を考える．実数をスカラとする n次元ベクトル空間 V

に内積 ( , ) が与えられているとき，この内積に関する正規直交基底 {v1, . . . ,vn} をひとつ固定しておく．
すると，V の任意の基底 {a1, . . . ,an} に対して

[a1, . . . ,an] = [v1, . . . ,vn]A

を満たす n次正則行列 A が存在する（講義資料 3, (3.2) 参照)．このとき，{a1, . . . ,an} が正規直交基底で
あるための必要十分条件は，A が直交行列となることである．

実際，A = [aij ] とおくと，ai =
∑n

j=1 aijvj．したがって

(ak,al) =

((
n∑

i=1

akivi

)
,

(
n∑

j=1

aljvj

))
=

n∑
i=1

n∑
j=1

akialj (vi,vj) =

n∑
i=1

n∑
j=1

akialjδij =

n∑
i=1

akiali.

ただし，δij はクロネッカーのデルタ記号．この右辺は tAA の (k, l) 成分．ここで {vj} が正規直交基底であるこ
とは (ak,al) = δkl と同値．これは tAA = I と同値である．

問題

7-1 補題 7.2 を示しなさい．

7-2 命題 7.4 を示しなさい．さらに (3) の逆が成り立たないことを確かめなさい．

7-3 Cn の標準内積，ユニタリ行列に対して命題 7.4 に対応する命題を述べ，証明しなさい．とくにユニタ

リ行列の行列式の値はどうなるか．

7-4 例 7.6 を確かめなさい．

7-5 3次の直交行列で，成分が 9つすべて 0 でないものをひとつあげなさい．

7-6 ここでは ( , ) を R2 の標準内積とする．X を 2次の対称行列，

v(t) :=

[
cos t
sin t

]
, w(t) :=

[
− sin t
cos t

]
, F (t) := (Xv(t),v(t))

とおく．F は周期 2π をもつ周期関数だから，区間 [0, 2π) で最大値，最小値をとる．このとき，次を

確かめなさい：

• F ′(t) = 2 (Xv(t),w(t)) である．ただし ′ = d/dt．

• F が最小値をとるような t の値を t1 とすると，Xv(t1) は v(t1) と 1 次従属．したがって

Xv(t1) = λv(t1) となる実数 λ が存在する．

• 上の t1 に対して Xw(t1) = µw(t1) となる実数 µ が存在する．

• P = [v(t1),w(t1)] は行列式が 1 の直交行列である．

• tPXP は対角行列で，その対角成分は λ, µ である．


