
内積空間 (計量線形空間, 計量ベクトル空間) [第 2章 §6, 第 4章 §6] (第 5章)

[Rn の標準内積]: a, b ∈ Rn の標準内積 (a, b) = (a, b)Rn と長さ (大きさ, ノルム (norm)) ∥a∥ は

(a, b) := a1b1+ · · ·+anbn =
n∑

i=1

aibi = [a1 · · · an]

 b1...
bn

 = tab ∈ R, a=

a1...
an

 , b=

 b1...
bn


∥a∥ :=

√
(a, a) = (a2

1+ · · ·+a2
n)

1
2

で定められ, Euclid (ユークリッド)内積, Euclid ノルムともいう. Rn に標準内積を合わせて考えるとき Euclid

空間 という. ( a·b と表される事もあるが, 行列の積と混同しない様に (a, b) と表している.)

[Cn の標準内積]: z=x+yi ∈ C (x, y∈R, i=
√
−1) の複素共役 (共役複素数)は z̄=x−yi. zz̄=z̄z=x2+y2=|z|2 よ

り, 絶対値は |z|=
√

zz̄ に注意. a, b ∈ Cn の標準内積 (a, b) = (a, b)Cn と長さ (大きさ, norm (ノルム) ∥a∥ は

(a, b) := a1b1+ · · ·+anbn =
n∑

i=1

aibi = [a1 · · · an]

 b1...
bn

 = tab ∈ C, a=

a1...
an

 , b=

 b1...
bn


(a, a) = a1a1+ · · ·+anan = |a1|2+ · · ·+|an|2, ∥a∥ :=

√
(a, a) = (|a1|2+ · · ·+|an|2)

1
2

Cn の内積は 標準Hermite (エルミート)内積, または 標準複素内積 ともいう.
z, w∈C に対し zw=z̄ · w̄, zw̄=¯̄zw̄=wz̄ と, 行列の積で与えられている事に注意すれば, 内積は次の性質 [I] をもつ.

[内積の公理 [I]] (5章 5.1),[2章 6.1]
[I1] (エルミート性) (a, b) = (b, a).
[I2] (線形性 i) (a+b, c) = (a, b) + (b, c). (線形性 ii) (sa, b) = s(a, b), s ∈ C.

([I2’] (線形性 i) (a, b+c) = (a, b) + (a, c). (共役線形性 ii) (a, sb) = s̄(a, b), s ∈ C. )
[I3] (正値性) (a, a) は実数で (a, a) = 0, (a,a)=0 ⇔ a=0.

注 [I2’] は [I2]と [I1] から次の様に導ける:
(i) (a, b+c) I1= (b+c,a) I2i= (b, a)+(c, a) I1= (a, b)+(a, c). (ii) (a, sb) I1= (sb,a) I2ii= s(b, a)=s̄(b, a)=s̄(a, b).
a, b が実ベクトルの場合, [I2,2’](i) はそのまま成立し, z が実数 ⇔ z=z なので, [I1], [I2’] は次で置き換えられる:

[I1]R (対称性) (a, b) = (b, a). [I2’]R (双線型性) (sa, b) = s(a, b) = (a, sb) (s∈R).

[一般のベクトルの内積, ノルム] K (=C, R) 上のベクトル空間 V の各ベクトル a, b に, (内積 (inner product) と
いわれる) 数 (a, b) ∈ K が定められていて, 上記の内積の公理 [I](= [I1],[I2,2’],[I3]) をみたすとき, V を内積空間,
計量線形空間 または 計量ベクトル空間 という.
a∈V のノルム (長さ, 大きさ) ∥a∥ も標準内積と同様, 次の様に定められる:

∥a∥ :=
√

(a, a) (= 0) ( ∥a∥2 = (a, a) )
K=C のとき, 複素ベクトル空間 V の内積は, 特に エルミート内積, または 複素内積 といわれ, V は 複素内積空

間, 複素計量線型空間, 複素計量ベクトル空間 や ユニタリー空間 といわれる. K=R のとき, 実ベクトル空間 V の

内積は, 特に実内積といわれ, V は 実内積空間, 実計量線型空間, 実計量ベクトル空間 や ユークリッド空間といわ
れる. このとき, [I1]R , [I2],[I2’]R , [I3] をみたしていることになる.
注 Cn の内積を (a, b) = a1b1+ · · ·+anbn = a∗b とし, [I2,2’ii] を (sa, b)=s̄(a, b), (a, sb)=s(a, b) に変更しても平行した

議論が出来る. こちらを採用している教科書もある.

例 1 (Cn の内積) A=[a1 · · ·an] を Cn の基底, v , w∈Cn の A に関する座標を x, y (v=Ax, w=Ay) とし,
(x, y)A := (v ,w)Cn=(Ax, Ay)Cn (=t(Ax)(Ay)=(tx)(tAA)ȳ=txGȳ , G:=tAA=G∗)

と定めると, (x, y)A は [I1],[I2]と, A が正則より [I3] をみたし, Cn の (標準ではない)もう一つの内積を与える.

共役線型性に注意すれば, 線型写像のときの [L5]と同様, 次式が成り立つ:

[I4]

 k∑
i=1

siai,
ℓ∑

j=1

tjbj

 =
k∑

i=1

ℓ∑
j=1

(siai, tjbj) =
k∑

i=1

ℓ∑
j=1

sitj(ai, bj)

[I5] ∥sa + tb∥2 = (sa+tb, sa+tb) = |s|2∥a∥2+st(a, b)+st(a, b)+|t|2∥b∥2 = |s|2∥a∥2 + 2 Re st(a, b) + |t|2∥b∥2

ここで Re は実部を表す. ([I5]は 第 2辺= ss̄(a, a)+st(a, b)+st(b, a)+tt̄(b, b) =第 3辺 より出る.)

例 2 内積空間 V に基底 A=[a1 · · ·an] をとり, v ,w∈V の A に関する座標を x=t[x1 · · ·xn], y=t[y1 · · · yn]
(v=Ax, w=Ay) とする. n 次正方行列 G=[gij ] を gij := (ai, aj) で定めれば

(v ,w) = (Ax, Ay) =
(∑n

i=1 aixi,
∑n

j=1 ajyj

)
=

∑n
i=1

∑n
j=1 xi(ai, bj)yj = txGy

即ち, 例 1と同じ式 (v , w) = txGy を得, Kn の内積 (x, y)G を (x,y)G := txGy で定めれば, (v ,w) = (x, y)G



が成り立つ. gji=(aj , ai)=(ai, aj)=gij よりG∗=t[gij ]=t[gji]=G なので, G はエルミート行列. 一般に, ベクトルの

組 A について G=[gij ] が gij :=(ai,aj) で定義され, A に対する グラム行列 (Gramian matrix) といわれる. この行列式は グ

ラム行列式 (Gramian) といわれ, A の一次独立性の判定にも用いられる.

定理 (5.1) ノルムの性質 [N] (2章 [6.2], 4章 [6.1]) [N1] ∥a∥ = 0, かつ ∥a∥=0 ⇔ a=0. [N2] ∥sa∥ = |s| ∥a∥.
[N3] (Schwarz (シュヴァルツ)の不等式) |(a, b)| 5 ∥a∥ ∥b∥. [N4] (三角不等式) ∥a+b∥ 5 ∥a∥+|b∥.

注 幾何ベクトルでは, ∥a∥ は a を表す線分の長さ, 内積は (a, b):=∥a∥ ∥b∥ cos θ と定義されるので [N1,2,3]が成り立ち, [N4]
は三角形の二辺の和は他の一辺より長い, を表す. この様に, 性質 [N] は幾何ベクトルでの長さの性質の一般化になっている.

(∵) [N1]は [I3] より, [N2] は [I5]で t=0 とすれば出る.

[N3]: b=0 なら両辺共に 0 なので成立. b ̸=0 とし, [L5]で s:=∥b∥2 (>0), t:=−(a, b) とおけば,

05∥sa + tb∥2=|s|2∥a∥2+2Re st(a, b)+|t|2∥b∥2 = s2∥a∥2−2Re s|t|2+|t|2s = s(∥a∥2s−|t|2) = s(∥a∥2∥b∥2−|(a, b)|2)
より s>0 で割って移項し,ルートをとれば出る.

[N4]: [I5]で s=t=1 とおけば, [N3]と Re(a, b) 5 |(a, b)| と次式より出る.

∥a+b∥2=∥a∥2+2Re (a, b)+∥b∥2
[N3]

5 ∥a∥2+2∥a∥∥b∥+∥b∥2=(∥a∥+|b∥)2

[なす角] 実内積空間 V では内積 (a, b) が実数なので, a, b ̸= 0 のとき Schwarzの不等式 [N3]から

−1 5 (a, b)
∥a∥ ∥b∥

5 1, ∴ cos θ =
(a, b)
∥a∥ ∥b∥

(0 5 θ 5 π)

となる角 θ が一意的に存在する. この θ を実ベクトル a, b のなす角という.

[直交系, 正規直交系] 内積空間 V のベクトル a, b∈V について,
内積が 0 ((a, b)=0) のとき, (a=0, b=0 も含め) a と b は 直交する, または 垂直であるといい, a⊥b と表す.
b が V の部分空間 W の全てのベクトル a と直交するとき, W と b は 直交するといい, W⊥b, b⊥W と表す.

定理 (5.4) 部分空間W = ⟨a1, . . . ,ak⟩ と b ∈ V に対し次は同値: (b, ai) = 0 (i = 1, . . . , k) ⇐⇒ b⊥W.

(∵) w=
∑k

i=1 siai∈W ⇒ (b,w)
I4
=
∑k

i=1 si(b,ai)=
∑k

i=1 si0=0 より b∈W⊥. 逆は ai ∈ W と b⊥W の定義による.

長さが 1 のベクトル u (∥u∥=1 ) を 単位ベクトル という.
ベクトル a( ̸= 0) を長さ ∥a∥ で割って, 単位ベクトルにすること:

u =
1

∥a∥
a = ∥a∥−1a

(
a

∥a∥
とも表す

)
を a を 正規化 (または規格化) するといい，u を a の正規化 (規格化)，または a 方向の単位ベクトルという.
V のベクトルの組 {a1, . . . ,an} が すべて 0 でなく，互いに直交するとき, 即ち:

(ai, aj) = 0 (i ̸= j), ∥ai∥ ≠ 0 (i = 1, . . . , n),
(
∴ (ai, aj) = (ai, ai)δij = ∥ai∥2δij

)
のとき {a1, . . . ,an} は 直交系 であるといい，さらに ai がすべて単位ベクトルのとき, 即ち

(ai, aj) = δij (i, j = 1, . . . , n)
のとき 正規 (規格)直交系 であるという. (正規)直交系が V の基底になるとき (正規)直交基底であるという.

注 {a1, . . . ,an} が直交系ならば, ui =
1

∥ai∥
ai (i = 1, . . . , n) と, 各 ai を正規化すれば {u1 · · · un} は正規直

交系になる. なお，（正規）直交系であることはベクトルの並び順を変えても変わらない.

例 1 Kn の標準内積に関し，基本ベクトルの組 En = [e1 · · · en] は正規直交基底である. ((ei, ej)=teiej=δij .)

O p A

B

B′ a
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u
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b
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�
�
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θ

[直交射影 (正射影)] 0 でない幾何ベクトル a=
−→
OA, b=

−→
OB について，u=∥a∥−1a,

θ=∠AOB とし, B から直線 OA に下ろした垂線の足を B′, b′ =
−−→
OB′ とすると,

b′=
−−→
OB′ = (OBcos θ)u = (b, u)u =

(b, a)
∥a∥2

a, b−b′ =
−−→
B′B ⊥ a.

即ち， b は a に平行な b′ と，a に直交する b−b′ に一意的に分解される. この b′ を b

の 直線 OA=⟨a⟩ への直交射影, または正射影という. また, 幾何ベクトルの直交系 a1, a2 の張る平面 ⟨a1,a2⟩ へ

の bの直交射影 b′ (=
−−→
OB′, B′ は平面 ⟨a1, a2⟩ に下ろした垂線の足) は, b′ =

(b, a1)
∥a1∥2

a1+
(b,a2)
∥a2∥2

a2, で与えられ,

b−b′ ⊥ ⟨a1,a2⟩ であることが分かるが, このことがより一般的に成り立つことを示す.

補題 1 (直交射影) 直交系 A=[a1 · · ·an] とベクトル b に対し

sj =
(b, aj)
(aj , aj)

=
(b, aj)
∥aj∥2

(j=1, . . . , n), b′ = s1a1+ · · ·+snan =
n∑

j=1

(b,aj)
(aj , aj)

aj ∈ ⟨a1, . . . ,an⟩

(A が正規直交系のときは sj = (b, aj) ) とするとき次が成り立つ：
(1) (直交性） (b−b′, ai) = 0 (i = 1, . . . , n). b−b′ ⊥ ⟨a1, . . . ,an⟩
(2) (冪等性） b = t1a1 + · · · + tnan ∈ ⟨a1, . . . ,an⟩ ならば



ti = si, b = b′ = s1a1 + · · · + snan =
n∑

i=1

(b, ai)
(ai,ai)

ai =
n∑

i=1

(b, ai)
∥ai∥2

ai.

(3) (一意性） b′′ ∈ ⟨a1, . . . ,an⟩ , (b − b′′, ai) = 0 (i = 1, . . . , n) ならば b′′ = b′.

証明 (1): (ai,aj) = 0 (j ̸= i), (b,ai) = si(ai,ai) に注意すれば,

(b − b′,ai) = (b −
n∑

j=1

sjaj , ai) = (b,ai) −
n∑

j=1

sj(aj ,ai) = (b,ai) − si(ai,ai) = 0

t1a1+ · · ·+tnan ∈ ⟨a1, . . . ,an⟩ に対し, (b−b′, t1a1+ · · ·+tnan) = t1(b−b′,a1)+ · · ·+tn(b−b′,an) = 0

(2): 0
(1)
= (b − b′,ai) =

n∑
j=1

(tj−sj)(aj ,ai) = (ti−si)(ai,ai) = (ti−si)∥ai∥2, (i = 1, . . . .n),

∥ai∥2 ̸= 0 より ti = si となり (2) を得る.

(3): (b − b′′,ai) = 0 ⇔ (b′′,ai) = (b,ai) (i = 1, . . . , n) と, b′′ = t1a1 + · · · + tnan として (2) を適用すれば，

b′′ =
n∑

i=1

(b′′,ai)

(ai,ai)
ai =

n∑
i=1

(b,ai)

(ai,ai)
ai = b′.

W=⟨a1, . . . ,an⟩ ̸= V のとき, この b′ を, 部分空間 W への bの直交射影, または 正射影 といい， pW (b) と表す.

定理 (5.2) [6.2] 直交系 [a1 · · · an] は一次独立である.
(∵) b = t1a1+ · · ·+tnan = 0 とすると，各 i について (b,ai) = (0,ai) = 0. このとき上の補題 1 (2) より ti = 0. よって

t1= · · ·=tn = 0 となり [a1 · · · an] は一次独立である.

系 V の (正規) 直交基底 A = [a1 · · · an] に関する b の座標 s = t[s1 · · · sn], (b = As) は

si =
(b,ai)
(ai, ai)

=
(b, ai)
∥ai∥2

, b =
n∑

i=1

(b, ai)
(ai,ai)

ai, (正規直交基底のときは si = (b, ai), b =
n∑

i=1

(b, ai)ai )

[正規直交系に関する座標と内積] 正規直交基底 U = [u1 · · · un] に関する a, b の座標を

s = t[s1 · · · sn], t = t[t1 · · · tn] ( a = Us, b = Ut ) とするとき (a, b) = tst = (s, t)Cn .

(∵) (a, b) =
(∑n

i=1 siui,
∑n

j=1 tjuj

)
(v)
=
∑n

i=1

∑n
j=1 sitj(ui,uj) =

∑n
i=1

∑n
j=1 siδijtj = tsEt̄ = tst̄ = (s, t)Cn .

定理 (5.3)[6.3] ((グラム ·)シュミット ((Gram-)Schmidt) の直交化法) 内積空間 V ̸= {0} には直交基底およ
び正規直交基底が存在する. [a1 · · · ar] が直交系ならば, これに付け加えて直交基底 [a1 · · · an] が構成できる.
注 この証明は一次独立なベクトルの組から (正規)直交系を求める計算法を与える. その際,後の計算に使える様に直交系 ai と

正規直交系 ui の両方の式を書いておく. なお, 直交系 a1, . . . ,an をまず構成し, その後正規化する方が容易な場合も多い.

証明 [b1 · · · bn] を V の基底とし, 直交系 a1, . . . ,ak とその正規化である正規直交系 u1, . . . ,uk を, 補題 1の n を k−1 に，

b を bk に置き替え, ak を bk − b′k とすることにより, 帰納的に次の様に an まで構成する:

(S1) k = 1 のとき a1 := b1, u1 =
1

∥a1∥
a1.

(S2) k = 2 のとき a2 := b2 −
(b2,a1)
(a1, a1)

a1 (= b2 − b′
2) = b2 − (b2,u1)u1, u2 =

1
∥a2∥

a2.

以下同様に a1, . . . ,ak−1, u1, . . . ,uk−1 が構成されたとき, ak = bk−b′
k, 即ち,

(Sk) ak := bk −
k−1∑
i=1

(bk, ai)
(ai, ai)

ai = bk−
(bk, a1)
(a1, a1)

a1− · · ·− (bk, ak−1)
(ak−1,ak−1)

ak−1 = ak −
k−1∑
i=1

(ak,ui)ui, uk=
1

∥ak∥
ak

このとき a1 = b1 と (Sk)式により帰納的に, ⟨b1, . . . , bk⟩ = ⟨a1, . . . ,ak−1, bk⟩ =
Sk

⟨a1, . . . ,ak−1,ak⟩であり, bk が b1, . . . , bk−1

の一次結合で表せないから a1, . . . ,ak−1 の一次結合でも表せないので ak ̸= 0 が分る. [a1 · · · ar] が直交系ならばこれに

[br+1 · · · bn] を付け加えて基底を構成し, 上記の様に直交化すればよい.

[直交補空間] 内積空間 V の部分空間 W に対し，W の全てのベクトルと直交するベクトル全体をW⊥ する. 即ち
W⊥ = {a ∈ V |全ての w ∈ W に対し (a,w) = 0}

とすると, W⊥ は部分空間になる. これを W の 直交補空間 という.
(∵) [S3]: a, b ∈ W⊥, s, t ∈ K ⇒ (sa + tb,w) = s(a,w) + t(b,w) = s0 + t0 = 0 をみたすので部分空間になる.

定理 (5.5) [6.4] V の部分空間 W ( ̸= {0}, V ) に対し
V = W ⊕ W⊥ ( v ∈ V は v = w + w′ (w ∈ W, w′ ∈ W⊥) の形に一意的に表せる. )

証明 前定理 6.3 により W に正規直交基底 [u1 · · · un] が存在する. このとき, 補題 1 より v の W への直交射影は

w=pW (v) :=
∑n

i=1(w,ui)ui ∈ W, w′ := v−w ∈ W⊥, v = w+w′ で, この表し方は一意的だから直和になる.

[6.5] (1) (W⊥)⊥ = W, (2) (W1 + W2)⊥ = W⊥
1 ∩ W⊥

2 , (3) (W1 ∩ W2)⊥ = W⊥
1 + W⊥

2 . (問 これらを示せ.)
例 6 m×n実行列 A の行ベクトルを a1, . . . ,am とするとき Ax = 0 の解空間は W = ⟨ta1, . . . , tam⟩ の直交補空
間, すなわち {x ∈ Rn |Ax = 0} = {x ∈ Rn | (x, tai) = 0, i = 1, . . . , n} = ⟨ta1, . . . , tam⟩⊥



[ユニタリー行列, 直交行列 (5.4)[2章 §6]] Cn の内積は標準内積 (a, b) = (a, b)Cn = tab̄, A∗ := tA とする.

[6.3] m×n 行列 A, n×m 行列 B=[bij ], a,ei ∈ Cn, b,ej ∈ Cm (ei,ej は基本ベクトル) に対し
(1) (Aa, b) = (a, A∗b), (a, Bb) = (B∗a, b). (2) (ei, Bej) = bij . (3) (Aa, b)=(a, Bb) (a∈Cn, b∈Cm) ⇒ B=A∗.

証明 (1) (Aa, b) = t(Aa)b̄ = (tatA)b̄ = ta(tAb) = taA∗b = (a, A∗b). 他は A := B∗ とおけば良い.)

(2) B = [b1 · · · bm] とするとき (ei, Bej) = teiBej = teibj = bij .

(3) (Aa, b)=(a, Bb) ⇔ (a, (A∗−B)b)=0 が全ての a, b, 特に ei, ej について成立するので A∗−B = O,∴ B=A∗.

n 次正方行列 U が U∗ U = En を満たすとき U を n 次 ユニタリー行列 (unitary matrix) という. また，ユニタ
リー行列である実行列を 直交行列 (orthogonal matrix) という. 実行列 ⇔ U∗ = tU より, 直交行列 ⇔ tUU = E.
n 次ユニタリー行列全体の集合を U(n), n 次直交行列全体の集合を O(n) と表す.
ユニタリー行列 U, U1, U2 ∈ U(n) について

(i) En ∈ U(n). (ii) U−1=U∗ ∈ U(n). (iii) U1U2 ∈ U(n). (iv) tU=(Ū)−1, Ū=tU−1 ∈ U(n).
(∵) (i) E∗

nEn=EnEn=En. (ii) (U∗) U=E ⇔ U∗=U−1 ⇔ E=UU∗=(U∗)∗ U∗ より U は正則で, U−1=U∗ ∈ U(n).
(iii) (U1U2)

∗ U1U2 = U∗
2 U∗

1 U1U2 = U∗
2 EU2 = E. (iv) E=Ē=U∗ U=U∗ Ū=tU Ū.

注 U∗ を tU に置き換えることにより O(n) でも性質 (i),(ii),(iii)が成り立つ. (この (i),(ii),(iii) の性質を合わせて, U(n), O(n)

は 群になるといい，U(n) を n 次ユニタリー群, O(n) を n 次直交群という.)

定理 (5.6)[2章 6.4], [6.4]’ ユニタリー行列, 直交行列の性質] n 次正方行列 (実行列) U = [u1 · · · un] について
次は同値.
(1) U はユニタリー行列 (直交行列). 即ち, U ∈ U(n) (U∈O(n)).
(2) U は内積を保つ. 即ち, 全ての a, b ∈ Cn (a, b∈Rn) に対し (Ua, Ub) = (a, b).
(3) U = [u1 · · · un] は Cn (Rn) の正規直交基底である. 即ち (ui, uj) = δij .

(4) U は長さを保つ. 即ち, 全ての a ∈ Cn (a∈Rn) に対し ∥Ua∥ = ∥a∥.
証明 (1)⇒(2): [6.3](1)式より, (Ua, Ub) = (a, U∗Ub) = (a, Eb) = (a, b).

(2)⇒(1): [6.3](2) より (U∗U)ij = (ei, U∗Uej)
(2)
= (Uei, Uej) = (ei, ej) = δij = δij . ∴ U∗U = E.

(1,2)⇔(3) は Uei = ui と上式により (ui,uj)=(Uei, Uej). ∴ (Uei, Uej) = (ei, ej) = δij ⇔ (ui,uj) = δij .

(2)⇒(4): b = a として ∥Ua∥2 = (Ua, Ua) = (a,a) = ∥a∥2.

(4)⇒(2): Im (a, b) = Re−i(a, b) = Re (a, ib) より, [I5]で s=t=1 や, s=1, t=i とすると

∥a + b∥2 = ∥a∥2 + 2Re (a, b) + ∥b∥2, ∥a + ib∥2 = ∥a∥2 + 2 Im (a, b) + ∥b∥2. これより 長さから (a, b) の実部，虚部が

求まり， U が長さを変えなければ内積を変えない.

定理 ユニタリー行列 U の行列式の絶対値は 1. 直交行列 U ′ の行列式は ±1.
(∵) 1 = det E = det(U∗ U) = (det U∗)(det U) = (det U)(det U) = |det U |2. ∴ |det U | = 1.

det U ′ ∈ R かつ | det U ′| = 1 より det U ′ = ±1.

複素内積空間 V 上の一次変換 f : V → V がユニタリー変換であるとは f が内積を保つ，即ち (f(a), f(b)) = (a, b)
を満たすときをいう. また，V が実内積空間のとき，内積を保つ一次変換 f を 直交変換 という. 内積を保つ一次
変換（＝ユニタリー変換, 直交変換）は ∥f(a)∥2 = ∥a∥2 より長さも保つので等長変換 ともいわれる.
定理 (5.7)[6.6] 複素 (実)内積空間 V 上の一次変換 f : V → V について次は同値.
(1) f はユニタリー変換 (直交変換).
(2) f の正規直交基底 U = [u1 · · · un] に関する表現行列 F , (f(U) = UF ) はユニタリー行列 (直交行列).
(∵) F=[fij ] とすると, f(uj) =

∑n
i=1 uifij , f(uq) =

∑n
p=1 upfpq と (ui,up) = δip より,

(f(uj), f(uq))=

n∑
i,p=1

fijfpq(ui,up)=

n∑
i=1

fijfiq=

n∑
i=1

(tF )ji(F )iq = (tFF )jq = (F ∗F )jq

よって, (f(uj), f(uq))=(uj ,uq)=δjq ⇔ F ∗F = E. (なお, a=Us, b=Ut ∈V, s, t∈Kn ⇒ (f(a), f(b))
例 2
= tstFF t.)

定理 V の正規直交基底 U1, U2 の間の変換行列 U (U2=U1U) はユニタリー行列になる.
(∵) U=[u1 u2 · · · un]とするとU2=U1U=[U1u1 · · · U1un]で, U2, U1 が正規直交基底なので δij = (U1ui, U1uj)=(ui,uj)Cn .

よって U は Cn の正規直交基底となり, ユニタリー行列になる (定理 (5.6) 2章 [6.4]).


